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Extensao

Totalitarismo defronte de Democracia®

A ferramenta chave do totalitarismo € medo; suportado de panica e histeria.
Meias palavras, difamacoes, e denunciacoes formam a estratégia.
Nao tem discussoes livres, nem diferencas de opinido honestas.

Argumentos nao tem mais valor — o pensamento baizo jd levou a melhor.
O pensamento mesmo € o inimigo.

Democracia € o dominio da dignidade do humano

e o direito, a pensar propriamente, o direito para uma opiniao propria,

ainda mais, o direito, afirmar explicito a opiniao prdpria e

proteger-se contra a intrusao na sua psique e contra constrangimento psiquico.

Democracia solicita uma alta atividade intelectual dos seus membros.
Democracia rege a sociedade por os seus erros sem intimidagao.

1 Em parte tirado do sumdrio [Hir21] do livro [Mee56].






Prefacio

Este texto oriunda de notas da aula para o curso MA327 Algebra Linear dado
multiplas vezes, isto é, nos semestres 2013-2, 2014-1, 2015-1, 2016-2, 2019-2,
2020-2, e 2021-2. Quando cheguei em agosto 2013 fui assinado ensinar este curso
e como meu Portugués foi (ainda mais) fraco, na realidade quase inexistente, eu
busquei um livro em Portugués mesmo. Encontrei um texto excelente, o livro
do Elon Lages Lima [Lim11], no qual eu baseei meu manuscrito em 2013-2. Nos
semestres na seguida eu usei como base meu manuscrito de 2013, adicionando
e melhorando uma ou outra coisa. Sé em 2020-2 quando a aula foi mandado
ser remota eu digitei meus manuscritos no computador resultando no texto
presente o qual em grandes partes ainda é um condensado do Lima. Um outro
texto excelente o qual eu recomendo particularmente para alunos de disciplinas
de estudo ndo matemadticas é o Pulino [Pul12].

O que é diferente neste texto é na secao 7 a abordagem a matrizes de trans-
formagoes lineares como ilustrado no diagrama (7.0.1).
O texto na forma atual ainda precisa ser estendido ca e la, o que vai acontecer
no semestre 2021-2 e no futuro.
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Introducao

Algebm Linear

€ o estudo dos espagos lineares e das transformacoes lineares.

Uma outra palavra para espago linear é espaco vetorial.

Exemplo 0.0.1 (O espaco vetorial F' das flechas equivalentes no plano). Seja
F o conjunto das flechas v no plano II,

onde consideramos iguais duas flechas se tém a mesma direcdo e compri-
mento, munido das operagoes de multiplicar uma flecha v com um ndmero real
a € R e de adicionar duas flechas v e w.
Multiplicagio (escalar). Pela definigdo av é a flecha na dire¢do de v cujo com-
primento é « vezes aquele de v (muda-se a diregao caso o nimero a é negativo).
Adigao (vetorial). Pela definicdo v + w é a flecha cujo ponto inicial é aquela de
v e cujo ponto termino p é obtido depois fazer uma translagao de w movendo
o ponto inicial de w no ponto termino de v. Entao p é definido como o ponto
termino do novo w.

7 =

o

Figura 1: Flechas consideradas iguais, multiplicacao escalar, e adigao

Tal F' é um espaco vetorial sobre o corpo R e um exemplo de uma transformagao
linear em F' é dado pela rotacao rg : F' — F de uma flecha v pelo angulo 6 em
torno do ponto inicial.

Exemplo 0.0.2 (Pares de ntimeros reais). Seja R? := {(x,9) | z,y € R} o
conjunto de todas listas ordenadas de dois membros reais munido da adi¢ao
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membro-por-membro e multiplicagdo com um ndmero real o € R também
membro-por-membro. Entdo R? é um espaco vetorial sobre o corpo R.

Comentario 0.0.3 (Identificacdo dos conjuntos e operagoes — isomorfismo). Os
dois exemplos anteriores sao “iguais” no sentido seguinte. Suponhamos que na
reta podemos medir a distancia 1. No plano IT escolha um eixo O X, ou seja uma
reta com dois pontos diferentes O e X da distancia 1, e um segundo eixo OY cujo
primeiro ponto O é aquele do OX e qual intersecta OX exatamente no ponto
O. Uma tal escolha de dois eixos é chamado um sistema de coordenadas no
plano, simbolo OXY'.

Figura 2: Sistema de coordenadas OXY composto de dois eixos OX e OY

Observe-se que um eixo OX chega com uma dire¢do (de O para X) e com
um comprimento unitdrio (o comprimento do segmento entre O e X). Uma
escolha de coordenadas OXY no plano II nos das uma aplicagao

F—=R? v (z,y) (0.0.1)

a qual identifica os elementos de F' com os elementos de R? unicamente (bijetora)
— e ainda é linear, ou seja compativel com as duas operagoes no dominio e as
duas no contradominio. Uma tal aplicagdo (bijetora linear) é chamado um
isomorfismo entre espacos vetoriais. Deixamos ao leitor definir esta aplicagao.

[Dica: Os pontos O, X e O,Y dao duas flechas. Represente um elemento de F'
por uma flecha equivalente com ponto inicial O. Pensa num paralelogramo tal
que O e o ponto termino da flecha equivalente sao dois vértices opostos.]

Exemplo 0.0.4 (Fungoes continuas e integracao). Sejam a < b dois nimeros
reais. Entao o quadruplo V = (C°([a,b],C), +, -,R) que é composto do conjunto
das fungdes continuas f : [a,b] — C munido com as duas operagoes de adicionar
f + g duas funcoes e multiplicar af uma funcao com um numero real a € R é
um espago vetorial sobre o corpo R.

Também W = (R,+,-,R) composto das ntmeros reais R munido das
operagoes Obvias é um espago vetorial sobre o corpo R.

Integraggo T : V. — W, f — f; f(z) dx, é compativel com as duas adigdes
e multiplicagbes (em V' e em W) no sentido que

T(f+9)=Tf+Tg, T(af)=alf
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para todos os vetores f,g € V e escalares a do corpo R. Uma aplicagdo T entre
espagos vetoriais qual respeita as duas operacoes no dominio e no contradominio
é chamada uma transformacao linear.

Notacgoes

Para uma lista extensiva dos simbolos usados veja o Indice Remissivo na
péagina 169.

Comentario 0.0.5 (Numeros). Vamos trabalhar com os seguintes ndmeros

N:= {17 2,3,... }7 Np := {07 1,2,... } naturais
z:={..,-2,-1012 ...} inteiros
Q:= {g |p€Z,qeN} racionais
R := (—00,00) “a reta real” reais
C:={a+ib|a,b e R} “oplano complexo” complexos

Com || denotamos o absoluto de um numero «. Denotamos intervalos
fechados de [a,b] C R e abertos de (a,b) C R. Usamos os simbolos

V “para todos os” 3 “existe um” 3! “existe um nico”
A notacao w := v significa que o objeto w é definido pelo lado direito v.
Escrevendo dim F = n ou {&;, . .., &} indica sem ser mencionado explicitamente

que n e k sao numeros naturais, e assim a dimensao e o numero de elemento do
conjunto sao finitas.

“Sejam x1,...,xy elementos de um conjunto X” é uma frase encontrada
frequentemente e depois quer-se trabalhar com o conjunto composto destes ele-
mentos. Um ponto 1til é que ndo é proibido que uns dos elementos, ainda
todos, sao iguais. O jeito certo de escrever o conjunto correspondente é assim
{z1}U... {x¢}. Para este conjunto usa-se também a notacdo {v; |i =1,...,¢}.
Veja Definicao 1.1.2.

Convencgoes

Para o mesmo conceito é comum usar a terminologia diferente trans-
formacao linear e operador linear, ou ainda s6 operador.

Cor cinza. Paragrafos e maiores partes de texto em cinza indicam matéria
avancada direcionado as turmas A e B do “cursao”, mas nao as outras turmas.
Palavras individuais em cinza geralmente s@o nomes ou informacoes comple-
mentares.
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Teoria dos espacos vetoriais






Capitulo 1

Espacos vetoriais

1.1 Axiomas

Definigao 1.1.1. Um conjunto X é composto de elementos os quais sao dois-
a-dois diferentes. Entao nao faz sentido escrever expressoes da forma 42:3:2}.
Um conjunto néo é ordenado, por exemplo {1,2} = {2,1}. A uniao de dois

conjuntos A e B é o conjunto AU B cujos elementos pertencem ou a A ou a B.

Por exemplo
{2,3}U{2} ={2,3} = {3,2} (1.1.1)

A intersegao de dois conjuntos A e B é o conjunto A N B cujos elementos
pertencem a A e também a B. Chama-se um conjunto ordenado se seus ele-
mentos sdo enumerados, por exemplo X = {z1,...,z,}. O conjunto que nao
contem nenhum elemento é chamado o conjunto vazio, simbolo (). Usamos
a notacio AU B para transferir a informacao adicional que os dois conjuntos
A e B sao disjuntos, ou seja ndo tem nenhum elemento comum, em simbolos
AN B = (). Denotamos de |X| o nimero de elementos de um conjunto
quando o ndmero ¢ finito. Neste caso X é chamado de conjunto finito.

Um subconjunto de um conjunto X é um conjunto A tal que cada um
elemento de A é elemento de X, notacao A C X. Observe que conforme esta
definicao, o conjunto vazio () é subconjunto de todos conjuntos: para todo con-
junto X temos § C X.

Definigao 1.1.2. “Sejam x1,...,x, elementos de um conjunto X ” é uma frase
encontrada frequentemente e depois quer-se trabalhar com o conjunto composto
destes elementos. Um ponto sutil é que nao é proibido que uns dos elementos,
ainda todos, sdo iguais. Mas conforme nossa convencao para denotar conjun-
tos, veja Definigdo 1.1.1, a notagdo {z1,...,z¢} s6 faz sentido, e é permitida,
quando os elementos sao dois-a-dois diferente. A notacao certa, junta com sua
abreviacao, para o conjunto composto de x1,...,xy € X é

{r1}U.. Az} ={vi |i=1,...,¢}

Uma escolha arbitraria forma o conjunto Uxea{zr} =: {zx | A € A}.

7
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Definigao 1.1.3. O produto cartesiano X x Y de dois conjuntos X e Y é o
conjunto de todas listas ordenadas (z,y) dos elementos z € X e y € Y, ou seja

XxY:={(z,y) |z X,yeY}

Observe que se um fator fica vazio, ou seja X =P ou Y =), entdo X x Y = ().
Abreviamos
Yk .=V x-..xY (1.1.2)

se na direita temos k fatores.

1.1.1 Grupo

Definigao 1.1.4. Um conjunto nao-vazio G # () munido de uma operagiao
x:GxXG—G, (f,g9)— fx*xg
é chamado um grupo, notacao (G, *), se valem os trés axiomas
1. fx(gxh) = (f=*g)*h para todos os elementos f, g,h € G (associatividade)

2. existe um elemento e € G tal que (elemento neutro)

exg =g, gxe=4g
para todos os elementos g € G.

3. para todo g € G existe um elemento, notacdo g € G, t.q. (inverso)
gxg=e, gxg=e
Em palavras,

um grupo € um conjunto ndo-vazio munido de uma opera¢ao asso-
ciativa, contendo um elemento neutro, e tal que qualquer elemento
admite um inverso.

O seguinte lema diz que um grupo G tem exatamente um elemento neutro,
notagao comum e, e cada um elemento g de G tem exatamente um inverso,
notagao g. As vezes é comum e Ttil escrever o elemento neutro na forma 0 ou 1
e os inversos na forma —g ou g~! — veja os dois exemplos em Exercicio 1.1.7 a).

Lema 1.1.5. Seja (G, *) um grupo. Entdo vale o seguinte.

1) O elemento neutro € unico.

2) Os elementos inversos sao Unicos.

3) Dado elementos f,g,h € G, entdo vale:
a) fxg=[f*h = g=h (lei da corte)
b) fxg=] = g=e
c) fxg=e = g=Ff
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Note que b) e ¢) sdo consequéncias imediatas de a).
Demonstracdo. Lema B.1.1. O

Definigao 1.1.6. Um grupo (G, *) é chamado de abeliano se a ordem dos dois
elementos na operagdo nao importa, em simbolos f*g = g* f. (comutatividade)

Exercicio 1.1.7. Mostre que

a) sao grupos (ainda abelianos): (Z,4+) e (R,-)

b) nao sdo grupos: (N;+) e (No,+) e (Z,-)

c) nio sao grupos abelianos: as matrizes 3 x 3 e as rotagoes em R3.

1.1.2 Corpo

Definicao 1.1.8. Um conjunto K munido de duas operacdes!
+: KxK—K CKxKe—K
é chamado um corpo se valem os trés axiomas

1. (K,+) é um grupo abeliano.

- (
(O elemento neutro seja denotado 0 e —«a denota o inverso de o € K.)
2. (K\ {0},+) é um grupo abeliano.
(O elemento neutro seja denotado 1 e a~! denota o inverso de a € K\{0}.)

3. Distributividade: (a4 B)y = ary + By para todos a, 8,7 € K.
(E costume escrever a5 em vez de « - 3.)

Para distinguir chamamos o elemento neutro da primeira operacao — para
a qual temos usado o simbolo “4+” ainda que geralmente nao tem nada ver
com adigao de nimeros — o elemento neutro aditivo. Chamamos o elemento
neutro da segunda operagao — motivado pelo uso do simbolo “” — o elemento
neutro multiplicativo. Como é feio escrever a + (—f) para a soma de um
elemento com um elemento inverso aditivo definimos o — 8 := a + (—0). Isso
é uma abreviacao s6, nao é, nem tem diferenca. Analogamente simplificamos a
notagao escrevendo a/3 em vez de a3~

Corolario 1.1.9. Um corpo contem pelo menos dois elementos.

Demonstracdo. Pelas axiomas 1 e 2 cada uma operagao tem um elemento neutro
as quais nao podem ser iguais por causa de 2. O

Lema 1.1.10. Seja K um corpo e 0 € K € o elemento neutro da adi¢dao. Entao
058 =0 e 0 =0 para todos os elementos 5 € K.

Demonstragao. Lema B.1.2. O

1

w

as quais vamos batizar aos nomes “+” e — ainda que geralmente nao tem nada ver com
adi¢cao e multiplicagdo de nidmeros, mas esta escolha é motivada pelos exemplos principais
(Exemplo 1.1.11) nos quais “+” e “” sdo adi¢@o e multiplicagdo de ndmeros
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Exemplos de corpos

Exemplo 1.1.11. Sao corpos
a) R= (Ra+7) € Q: (Qa+7)
b) C = (C, +, ) onde as operagoes sao definidas assim
(a+1ib) + (c+id) :=(a+c)+i(b+d)
(a+1b) - (¢ +1id) := (ac — bd) + i(ad + be)

Exercicio 1.1.12. Os ntmeros inteiros Z = (Z, +, -) nao formam um corpo.

Exemplo 1.1.13 (Adigao e multiplicagdo modulo n). Dado um nimero natural
n € N, defina no conjunto Z, := {0,1,...,n — 1} as duas operagoes

a+pb:=a+b (modn), a-pb:=ab (mod n)

para todos os elemento a,b € Z,,.2
Fato. (Z,,+n,n) é um corpo <= n é um numero primo.
Para valores pequenos de n pode-se checar da mao se Z,, ¢ um corpo ou nao.

Sé precisa-se calcular as tabelas de adigao e de multiplicagao. Vamos ilustrar
isso num exemplo.

Exemplo 1.1.14 (Z4 néo é um corpo.). Para checar se (Z4, +4) € (Zs\{e+,}, )
sao grupos abelianos é 1til calcular as tabelas de adicao e de multiplicagao.

® (Z4,+4) é um grupo abeliano? Para responder calculamos os valores na tabela

+4]0 1 2 3
0 [0 1T 2 3
1 [1 2 30
2 |2 3 0 1
3 13 0 1 2

Sao 4 passos:

1. Determinar o elemento neutro de +,4: Checamos se a linha em cima da
linha solida horizontal, ou seja a linha 0 1 2 3, tem uma cépia nas linhas
embaixo. Sim, tem 0 1 2 3. Neste caso o elemento em frente da copia é o
elemento neutro de +4, certo? No nosso caso e;, = 0. Se ndo tem copia,
nao tem elemento neutro, entao nao temos um grupo.

2. Inversos: Na cada dos (neste caso 4) linhas de valores na tabela localiza
o elemento neutro 0 (se existir). Entao o elemento g em frente da linha
de 0 e o elemento em cima da coluna de 0, notagao g, sao inversos um do
outro. Caso uma linha nao contem 0, entao este g nao tem inverso, entao
nao temos um grupo. No nosso caso todo elemento g tem um inverso:

2 Dado n € N, seja £ € Z um niimero inteiro. Pela defini¢io o elemento £ (mod n) € Z,, é
orestor € {0,1,...,n—1} que falta depois vocé “enche” £ com miltiplos de n. Em simbolos,
! (mod n) :=ronder € {0,1,...,n—1} é o tinico elemento tal que | = kn+r para um k € Z.
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(denotado —g)

w N = Ol

]
0
3
2
1

3. Associatividade: Calculando caso por caso temos que checar se f 44 (g+4
h) = (f +4 g) +4 h para todas as possibilidades. No nosso caso vale.

4. Grupo abeliano (comutatividade): Vale se a tabela é simétrica em respeito
a diagonal. No nosso caso vale.

Na verdade temos esquecido um passo: No inicio de tudo temos que checar se a
operagao é bem definida, ou seja os valores da operagao (os valores na tabela)
realmente sao elementos do conjunto, ou nao. Olhamos a tabela - sim.

Nosso resultado é que (Z4,+4) é um grupo abeliano.

® (Z4\ {0}, -4) é um grupo abeliano? Para responder calculamos a tabela

Como o valor 0 nao é elemento de Z4\ {0} a multiplicado -4 ndo é uma operagao
em Z4 \ {0}, entdo ndo pode ser um grupo.

Ainda assim vamos repetir os 4 passos para -4 (em vez de +4) para ver se
tem outras falhas ainda. As respostas sao:

1. Elemento neutro de -4: Tem, é o elemento e., = 1.

2. Inversos: Na cada dos (neste caso 3) linhas de valores na tabela localizamos
o elemento neutro 1 (se existir). No nosso caso

‘ g (denotado g1)

—_

g

1

2 | néo tem!
313

o elemento 2 nao tem um inverso e ja por isso nao temos um grupo.

3. Associatividade: Ainda que a férmula f +4 (g +4 h) = (f +49) +4 h vale,
os valores néo sdo todos em Z; \ {0}.

4. Grupo abeliano (comutatividade): A tabela é simétrica em respeito a
diagonal, mas os valores néo séo todos em Z, \ {0}.

Nosso resultado é que (Z4 \ {0}, -4) ndo é um grupo abeliano.
Exercicio 1.1.15. Seja n = 6:

1. Calcule a tabela da adigao e da multiplicagdo no caso Zg.
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2. Identifique os elementos neutros da adicao e multiplicagdo em Zg. Eles
sempre existem?

3. Para todo a € Zg identifique o elemento inverso aditivo.

4. Para todo a € Zg \ {0} identifique o elemento inverso multiplicativo, se
existir.

5. Cheque que Zg ndo é um corpo. Quais dos axiomas nao valem?

Matéria avangada

Motivado pelas perguntas da Turma C na 1* aula 2016-2 vamos dar um
exemplo de um corpo onde a primeira operagao nao estd relacionada a adigao
de nimeros nem a segunda a multiplicacao de niimeros.

Exercicio 1.1.16 (Corpo (P, -,0) onde - ndo é adi¢ao e o nao é multiplicacao).
Dado « € R, considere a fungao p, : (0,00) — (0,00), z — z“. Seja o conjunto

P:={py|aeR}
composto de todas fungdes py () = * com o € R e munido das operagoes
-:PxP—P o:PxP—P
(Pa»PB) = Pa - P8 (Pay PB) = Pa 0D
3

chamado de multiplicacdo® e composicio? de funcdes, respectivamente.

Mostre que:
1. As duas operagoes sdo bem definidas: p, - pg € P e py 0 pg € P, de fato
Pa - P = Pa+8; Pa ©PB = Pagp
2. (P,-) é um grupo abeliano com elemento neutro py = 1.

3. (P\{po},0) é um grupo abeliano com elemento neutro p; (z) = .

4. Distributividade: (pa - pg) ©py = (Pa ©P~) - (P ©Dy), YDa,ps, Py € P.

1.1.3 Espaco vetorial

Definicao 1.1.17. Um espacgo vetorial E sobre um corpo K° é um qué-
druplo (E,+,,K) composto de um conjunto E, um corpo K, e duas operagoes

+:ExXE—FE - tKxE—=FE
(v,w) > v+ w (o, v) = av

chamado de adi¢cao e multiplicacdo escalar, respectivamente, tal que vale

3

| (Pa - pp)(x) := pa(z) - pg(z)

(Pa © pp)(x) := pa(ps(z))
fala-se abreviando “FE € um espac¢o vetorial sobre K” ou ainda “E é um espag¢o vetorial’.
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1. (E,+) é um grupo abeliano.
(O elemento neutro é denotado O e chamado o vetor nulo.)

(a4 B)v=av+ pv

2. Distributividade:
alv+w) = av + aw

(aB)v = a(pv)

lv=v

3. Compatibilidade: {

Onde as identidades tem que ser vélidas para todos «, 8 € K e todos v,w € E.
Chama-se escalares os elementos do corpo K e vetores os elementos de E.

Lema 1.1.18. Seja (E,+,-,K) um espago vetorial e 0 € K e O € E, entao:

(i) aO = O para todos os escalares o € K.
(ii) Ov = O para todos os vetores v € E.

(iii) Para todo o escalar o € K e todo o vetor w € E sdo equivalentes:

ow=0 & a=0o0uw=0 (1.1.3)

Demonstracao. Lema B.1.3. O

Corolario 1.1.19 (Compatibilidade dos inversos aditivos com multiplicacao).
Para todo o escalar o € K e todo o vetor w € E vale:

a) (—a)w = —(aw)
b) a(—w) = —(aw)
Demonstragao. Corolario B.1.4. O

Corolario 1.1.20. Seja (E,+,-,K) um espaco vetorial sobre um corpo K no
qual 1 + 1 # 0. Neste caso para v € E temos

U+U:O = v=0

Demonstrag¢ao. Como O =v+v =1v+ 1lv = (1 4+ 1)v segue de (1.1.3) que ou
1+ 1 =0 no corpo K ou v = 0. (Lembre-se que 1 € K, assim 1 geralmente nao é
um nimero e 141 ndo tem nada ver com 2... Veja nota de rodapé no Lema 6.2.5.) [

1.2 Exemplos de espacos vetoriais

Exemplo 1.2.1 (O espago vetorial trivial {O}). Seja E um conjunto com 1
elemento s6. Vamos j& denotar aquele elemento com o simbolo O (porque?).
Entdao F = {O}. Seja K um corpo qualquer. N&o tem escolha nenhuma para
definir as duas operagoes

+:ExE—=E - KxE—=E
(0,0)— 0O (a, O) = O
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Entao (F,+, -, K) satisfaz os axiomas de um espago vetorial, denotado simples-
mente F = {O} e chamado de espago vetorial trivial.

Exemplo 1.2.2 (Um corpo K como um espago vetorial sobre K). Usa-se as duas
operagoes chegando com o corpo (K, +,-) como as duas operagbes necessdrias
para tornar um conjunto, escolhemos F := K, num espaco vetorial sobre um
corpo, escolhemos K. Com efeito (K, +, -, K) é um espago vetorial sobre K.

1.2.1 Listas ordenadas

Numeros reais

Exemplo 1.2.3 (O espago vetorial R™ sobre R). Seja
R":={u=(a1,...,an) | a1,...an € R}

o conjunto de todas as listas ordenadas de n nimeros reais. Chamamos «; o
1-ésimo membro da lista. As duas operagoes

+ :R" xR" - R" - :RxR*" - R"

sao definidas como adi¢cdo membro-por-membro e multiplicacdo de todos mem-
bros com um escalar 8 € R. Checando todos axiomas vé-se que R™ é um espaco
vetorial sobre o corpo dos niimeros reais, notagao (R™, +, -, R) ou R™ s6. O vetor
nulo, também chamado de origem, é a lista

0=(0,...,0)

e o inverso de um elemento v = (a1,...,qa,) é a lista (—aq,...,—a,) a qual
denotamos com o simbolo —u.
O 1-ésimo vetor canénico é a lista de n membros

e; =(0,...,0,1,0,...,0)
cujo i-ésimo membro é o nimero 1 e todos outros sao nulo 0. O conjunto
E"i={e1,...,en} (1.2.1)
de todos os vetores canonicos é chamado de base candnica de R”.
Exemplo 1.2.4 (O espago vetorial R> sobre R). O conjunto
R* :={u=(a1,a3,a3,...) | a1,9,a3,... € R}

de todas as sequéncias reais é um espago vetorial sobre R sob adigao e multi-
plicagdo membro-por-membro, notagdo (R, +, -, R).

Exemplo 1.2.5 (O espago vetorial R§® sobre R). O conjunto

RE° := {u € R* | 86 um ndmero finito de membros sao nao-nulos}
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é um espago vetorial sobre R sob adigao e multiplicagao membro-por-membro
como no exemplo prévio, notagao (R*, +, - R).

Dado i € N, a sequéncia com todos membros nulos exceto o i-ésimo qual é 1
denotamos também de e;. O conjunto de todos os e;’s é denotado de

goo = {61,62,...} (122)

e chamado de base candnica de R°.

Corpos gerais

Comentario 1.2.6 (K™ e K*). Os espagos vetoriais K" e K> sobre qualquer
corpo K sao definidos analogamente Exemplos 1.2.3 e 1.2.4.

1.2.2 Matrizes

Exemplo 1.2.7 (Espago vetorial das matrizes m x n). O espago vetorial das
matrizes m X n sobre um corpo K é o conjunto

M(m x n; K) := {a:(aij) ’aijGK,izl,...m,j:I,...,n}

onde a matriz a = (a;;) é o quadro de escalares com m linhas e n colunas 6
ail ce QA1n
a = (aij) =

Am1 .- Qmn

munido da adigao (entrada por entrada)
a+b=(ay)+ (bij) == (cij), ¢y = aij +bij
e da multiplicac@o escalar (entrada por entrada)
pa=p(aiy) = (ciy),  cij = Pay

para escalares § € K. A matriz a’ com entradas (a');; = aj; é chamada de
transposta da matriz a. Uma matriz quadrada é uma matriz n X n.

O vetor nulo é a matriz nula 0 cujas entradas sao todas o escalar nulo 0 € K.
Se na matriz nula n X n colocamos o escalar 1 € K ao longo da diagonal obtemos
a matriz identidade 1 = 1,,. O elemento inverso aditivo, notacao —a, de uma
matriz a = (a;;) tem como entradas os inversos aditivos dos a;;, notagdo —a;;.

No caso do corpo K = R usamos a notagdo M(m x n) := M(m x n;R) para
o espago vetorial dos matrices reais m X n.

60s escalares a;; sdo chamadas as entradas da matriz. Por definicdo que a entrada a;;
estd localizada na i-ésima linha e j-ésima coluna.
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Definicao 1.2.8 (Linhas e colunas de matrizes). Seja a = (a;;) € M(m x n; K)
uma matriz m x n. Note-se que o primeiro indice ¢ de uma entrada a;; indica a
linha e o segundo j a coluna dela. Tendo isso na vista vamos denotar a k-ésima
coluna, respectivamente a ¢-ésima linha, de uma matriz a com os simbolos

a1k
Qe = s Aue = [agl e agn] (1.2.3)
Amk
Temos escolhido o simbolo e para sugerir “este indice é aberto” — ele corre e
assim gera uma lista, ou vertical ou horizontal dependente se e fica no primeiro
ou no segundo lugar. Assim podemos escrever a matriz a nas formas seguintes
Ale

—[ae ... au]

®
|

amo
Definicao 1.2.9 (Espago-coluna e espago-linha). Seja a = (a;;) € M(m x n; K)
uma matriz m X n. O espago-coluna é o conjunto de todas as somas das
colunas a,; da matriz decorado com fatores escalares oy, em simbolos
Esp-col(a) := {a12¢1 + - - - + apaen | @1,...,a, € K} C M(m x 1;K)
Analogamente no espago-linha usa-se as linhas da matriz a, ou seja
Esp-lin(a) := {aqaje + - - + anane | 01, ..., an € K} C M(1 x n; K)
Produto matriz

Para duas matrizes a de tipo m X n e b de tipo k x p pode se definir o
chamado produto matriz no caso que n = k coincidem:

M(m x n;K) x M(n x p;K) = M(m x p;K), (a,b)+— ab:=(¢;) (1.2.4)

onde

Cij = Ajabej = ;1015 + -+ Ainbpn; = E @ixbr;j

Lema 1.2.10 (Propriedades do produto matriz). Vale o seguinte

(i) (cb)a = c(ba)

(ii) c(a+b)=ca+cb e (a+b)c=ac+bc
)
)

(iii) al,=a e l,a=a a € M(m x n; K)
(iv) b(ea) = a(ba)

para todos a € K e matrizes a, b, ¢ tal que as operacoes fazem sentido.
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Figura 1.1: Produto matriz — o nimero de colunas de a iguale o de linhas de b

Defini¢ao 1.2.11 (Matriz inversa). Uma matriz quadrada a € M(n x n;K)
admite uma inversa se existe uma matriz quadrada b tal que ab = 1,,, equiva-
lentemente ba = 1,,. Caso existe, tal b é tinica e denotado a—!; veja Secdo 5.3.1.

Defini¢ao 1.2.12 (Matrizes quadradas comutando). Dizemos que duas matri-
zes quadradas a,b € M(n x n;K) comutam se ab = ba.

1.2.3 Funcoes e polindomios

Exercicio 1.2.13. Dado um conjunto nao-vazio X # () e um corpo K, seja
F(X,K):={f|f:X — K fungéo}

o conjunto de todas as funcées f : X — K. Adicao de fungoes e multiplicacao
com um escalar sdo definidas assim

(f+9)(@):=f(@)+g@), (af)(z):=af(z)
para todos os x € X, o € K. Mostre que F(X,K) é um espago vetorial sobre K.

Comentéario 1.2.14. A préxima observacao ilustra o poder da matemadtica e
um ponto fundamental dela - economizar através de abstracao e encontrar o
certo ponto da vista.

Observagao 1.2.15.

a) Se X ={1,...,n}, entdo F(X,R) = R".

b) Se X =N, entao F(X,R) = R>™.

c) Se X ={1,...,m} x {1,...,n}, entdo F(X,R) = M(m x n).
Exercicio 1.2.16 (Polinémios P(K)). Dados escalares ag,aq,...,an € K,
entao chama-se uma soma finita

p=px) =a)+a1x+ -+ az”

de polindémio na variavel x € K, no caso «, # 0 de polinédmio de grau n,
e no caso a, = 1 de polinémio ménico. Fornega o conjunto dos polindmios
com uma estrutura de um espaco vetorial (P(K), +, -, K).
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1.3 Independéncia linear

1.3.1 Combinagao linear

Depois da aula 3 foram adicionadas ou modificadas as partes em marrom:

Definigao 1.3.1. Seja E um espago vetorial sobre um corpo Ke X C E um sub-
conjunto. Uma combinacgao linear estrita (CLe) em X é uma soma finita

a1v1 + ...+ apuy (1.3.1)
=weEkE
de vetores vy,...,v; € X \ {O} dois-a-dois diferentes e escalares aq,...,ap €

K\ {0}, vetores e escalares todos nao-nulos.”

A palavra mais importante em cima é “finita”. Ainda que os vetores
v1,...,00 em (1.3.1) s@o elementos do conjunto X, a soma deles ndo neces-
sariamente encontra-se mais em X. Encontra-se sim, quando X é um chamado
“subespaco” (Lema 2.1.2).

Definigao 1.3.2. Como encontra-se frequentemente somas finitas gerais
ai1v1 + ...+ ayuy, a; €K, v;eF

vamos chamar tal de combinagao linear (CL) como é costume na literatura.
Dizemos que

“A CLe dos vetores vy, ...,v; representa o vetor w.”
ou
“O vetor w € CLe dos vetores vy,...,vp.”

Exercicio 1.3.3. Seja X C F nao vazio, mostre que sao conjuntos iguais

{todas as combinagoes lineares em X} U {O}

= {todas as combinagoes lineares generalizadas em X}

Definigcao 1.3.4. Por definicao a frase
“combinagao linear dos vetores u,v,...”
significa

“combinacado linear no conjunto {u,v,...}”

A diferenca é que assim nao precisamos usar todos os vetores. (O que elimina
qualquer necessidade de colocar o escalar 0 em frente dos nao necessérios.)

7 Permitindo O e 0, ou ndo, nio faz nenhuma diferenca para os valores de (1.3.1). Entdo
permitir é desnecessario, mas na matematica a desnecessidade é o inimigo da clareza. Temos
adicionado o adjetivo ’estrito’ porque a terminologia ’combinagao linear’ ja é ocupada.
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Exercicio 1.3.5. a) Caso possivel escreva o vetor b = (1,—3,10) como com-
binagéo linear dos vetores u = (2,-3,5), v = (1,1,0), e w = (1,0,0).

b) Sejam u = (1,1), v = (1,2) e w = (2,1). Encontre nimeros a,b,c e a, 3,7
todos nao-nulos, tais que

au+ bv 4+ cw = au + fv + yw

coma#a, b#pPec#r.

[Dica: a) Determinar os coeficientes «, 3,y na CL de u, v, w a qual representa b
lida a um SL. Escalonamento.®

b) Defina z =a —a, y =b— f3, e z = ¢ — v para obter um SLH. Resolve.]?

1.3.2 Independéncia linear

Definicao 1.3.6 (Independéncia linear). Um subconjunto X de um espago

vetorial F é dito de conjunto linearmente independente (LI) se ndo existe

nenhuma combinagdo linear estrita (CLe) em X representando o vetor nulo.

Caso existisse, 0 X é chamado de conjunto linearmente dependente (LD).
Nas outras palavras, chama-se X C FE de conjunto LI se

o +...+oav=0 = a1=0,...,0p=0 (1.3.2)
para toda escolha (finita) de vetores vq,...,v, € X dois-a-dois diferentes.*
Comentario 1.3.7.

(i) O conjunto vazio ) é LI: Com efeito, como nao contem elementos, nao
admite nenhuma CL. Chama-se tal argumentacao de verdade vazia.
(ii) Um conjunto X = {v}, contendo sé um vetor, é LI se e somente se v # O.
(iii) Se (1.3.2) vale para uma escolha vy, ..., vy, entdo vale para qualquer sub-
escolha destes vetores. [Use os coeficientes a; = 0 nos restantes.]
Para provar a afirmacao (ii), lembra (1.1.3).

Lema 1.3.8. Seja X um subconjunto de um espaco vetorial E.

a) Oe X = X LD. (O wvetor nulo rende conjuntos LD)
b) Todo subconjunto A de um conjunto LI X é LI
Demonstragao. a) O termo 10 é uma CLe em X representando o vetor nulo

(segundo Lema 1.1.18). b) Os elementos de A sdo elementos de X — para as
quais (1.3.2) vale pela hipétese. O

8 encontre “o certo ponto da vista” (Comentdrio 1.2.14) e o SL vai chegar j4 escalonada..

9 Respostas para seu controle: a) (a, 8,7) = (2,3, —6). b) (z,y,2) = 2(—3,1,1). Escolha
um z # 0, por exemplo z = 1. Entao (a,b,c¢) = (a — 3,1+ 8,1 + v). Toda escolha de reais
a#0,3ep,v#0,—1 da uma solucdo. A escolhaa=5e =~ =1resultaema=>b=c=2.

0 Para que precisa-se a condicio dois-a-dois diferentes?
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Exemplo 1.3.9. Para saber se o subconjunto X := {(1,0),(2,1)} de R? ¢
LI temos que checar (1.3.2) para todas escolhas finitas de elementos v; de X
dois-a-dois diferentes. Como X é um conjunto finito, e tendo em vista Co-
mentédrio 1.3.7 (iii), comecamos com a escolha méxima, ou seja todos os (dois)
elementos. Sejam «, 8 € R. Conforme (1.3.2) suponhamos a primeira igualdade

(0,0) = a(1,0) + 5(2,1) = (« + 28, 8)

e recebemos a segunda igualdade pelas regras de multiplicacao escalar e adigao
de vetores de R?. Comparando os segundos membros vemos que 0 = 3 o qual
usamos na comparacao dos primeiros membros: recebemos 0 = a+ 2 -0 = a.
Assim temos provado que ambos os coeficientes « e 8 sdo nulos. Entao X é LI.

Exercicio 1.3.10. Quais dos seguintes conjuntos X; de vetores de R? sdio ou néo
s@o conjuntos linearmente independentes (LI)? Explique porque s@o ou nao sao.

1. Elementos de X;: os vetores (1,1) e (—1,—1).

2 Xp = {(2.1), (3,2},

3. Escolha dois vetores u,v € R?. Entao defina X3 := {u,v,(1,1)}.
Exercicio 1.3.11. Prove as afirmagoes seguintes.

1. A base canénica £" em (1.2.1) é um conjunto LI no R™ para n € N.

2. A base canoénica £* em (1.2.2) é um conjunto LI no R§® e no R*°.

3. Suponha u,v € K2 nao sdao miltiplos um do outro. Prove que o conjunto

{u,v} é LL

[Dica: Seja au+ fv = O. Considere 3 # 0 e, lembrando (1.1.3), 8 = 0.]
4. Sejam = = (x1,...,2,) € y = (y1,-..,Yn) vetores de R™. Prove que um

deles é multiplo do outro se, e somente se, para todo ¢,7 = 1,...,n temos

TiY; = TjY;-

5. O subconjunto {a,b,c} C M(2 x 2) composto das matrizes

o R A A

é um conjunto LI.

6. O conjunto X composto dos trés polindmios

p=p(x) =23 —52%+1
qg=q(z)=22"+52—-6
=r

r=r(zr) =25z +2

é um conjunto LI no espago vetorial P(R) dos polindmios reais.

7. Se o conjunto de vetores {v1,...,v,} é LI, prove que o mesmo se dé com
o conjunto {vy,vs — v1,...,0; —v1}. Vale a reciproca?



Capitulo 2

Subespacos

Subespagcos de um espacgo vetorial E sao subconjuntos F' as quais sao invari-
ante pelas duas operagoes chegando com E. Assim faz sentido restringir as duas
operacoes a F'. Munidos das restrigoes F' torna-se um espago vetorial mesmo.

2.1 Definicao e exemplos

Definigao 2.1.1. Um subconjunto F C E de um espago vetorial (E, +,,K) é
chamado de subespaco se é fechado sob as duas operacgoes, ou seja

(i) wuwve F=u+veF (F é fechado sob adicao)
(i) ceKiue F=aueF (F é fechado sob multiplicagdo escalar)
Lema 2.1.2. Seja F um subespaco de um espago vetorial (E,+,-,K). Entdo

a) ag,...,ax €K vy,..., 0y € F = Zle av; € F (fechado sob CL)

b) F' € um espago vetorial sobre o corpo K onde as duas operagies sdo aquelas
de E restrito ao subconjunto F C E. (subespacos sao espacos vetoriais)

Demonstragao. a) Indugdo. b) As restrigdes tomam valores em F' segundo parte
a) e as axiomas valem como os elementos de F' sdo elementos de F para as quais
os axiomas valem pela hipétese que F é um espago vetorial. O

Exercicio 2.1.3 (Vetor nulo). O vetor nulo de um subespago F' é o vetor nulo O
do espago vetorial ambiente. [Dica: Mostre O € F. O vetor nulo de F' é tinico.]

Checar se um subconjunto F' C E é um espaco vetorial é bastante trabalhoso
dado os muitos axiomas. Isso mostra o valor alto da parte b) do lema dizendo
que é suficiente checar “fechado sob as duas operagoes” — tarefa rapidinha.

Exercicio 2.1.4. Mostre que o espago vetorial R s6 tem dois subespagos {0} e
R.

Exercicio 2.1.5. Mostre que sao subespagos de um espago vetorial (E, +, -, K):

21
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a) F:={0} (o subespago minimo / trivial)
a) F:=F (o subespaco méaximo)
b) Kv:={av | a € K} (a reta passando v e a origem O)

onde v é um vetor ndo-nulo de E. Observe que KO = {O} é um ponto sé.

Exemplo 2.1.6 (O subespaco R de R*). O subconjunto RF® C R*°, com-
posto de todas sequéncias reais tal que s6 um ntmero finito de membros sao
nao-nulos, é um espago vetorial: Se a lista u tem k& membros nao-nulos e v tem
£, entdo (i) u + v tem no maximo k + £ e (i) au tem no méximo k.

Exercicio 2.1.7 (Espagos vetoriais de fungdes). O conjunto F(R) := F(R,R)
das fungoes reais é um espaco vetorial sob adigao e multiplicagao com constantes
a € R, veja Exercicio 1.2.13. Para n € Ny seja

Prn(R) :={ap+ a1z + -+ apz" | a1,...,a, € R}

o conjunto dos polindmios reais do grau menor ou igual n e P(R) :=
U, Pr(R) o conjunto de todos os polinémios reais. Seja

C°(R) := C°(R,R) := {f : R — R | f é continua}
o conjunto das fungdes continuas. Para k € N seja CF(R) := C*(R,R) o
conjunto das fungoes k vezes continuamente diferenciaveis. Chama-se

C*®(R) := C*(R,R) := ﬁ C*(R)
k=0

o conjunto das fungoes suaves. Sejam n € Ny e k € N. Mostre que
P.(R) C P(R) Cc C°(R) c C*(R) c C°(R) c F(R)

sdo subespacos do espago vetorial F(R) do Exercicio 1.2.13. Segundo parte b)
do Lema 2.1.2 todos estes conjuntos sao espagos vetoriais sob adigao de fungoes
e multiplicagdo com constantes.

Exemplo 2.1.8 (Hiperplanos no R™). Dada uma lista o € R™, o subconjunto
Hy :={z e R" |ayz1 + -+ + apz, = 0}

é um subespaco de R™. O vetor nulo lida ao subespago médximo Hp = R™. No
caso nao-nulo a # O chama-se H,, de hiperplano no R™ passando a origem O.

Lema 2.1.9 (Conjunto de subespagos é fechado sob intersegoes). Cada inter-
secao F := Nxep F) de subespagos F de um espaco vetorial E € um subespago.

Demonstra¢do. Dado u,v € F := NyF)y, ou seja u,v € F\ VA. Como subespago
cada um F) é fechado sob adicao, ou seja u + v € F para todos os A € A. Em
simbolos u + v € Ny F =: F. Analogamente F' é fechado sob mult. escalar. [
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Exemplo 2.1.10. Dada uma matriz a = (a,;;) € M(m x n), entdo o conjunto
Fy:={x eR"|azx =0}
é um subespago de R™. Para ver isso lembramos de (A.3.1) que az = O é o SLH

1171 + -+ + a1px, =0

aAm1T1 + -+ G Tn = 0

para n incégnitas x1,...,z, € R, notagdo = := (x1,...,2,). Note-se que as
solugoes  da primeira linha formam o hiperplano H; := H,,, associado & pri-
meira linha a;, da matriz a. Isso é o certo ponto da vista, com efeito assim

F,=H;n---NH,
é uma intersecao de subespagos e por isso é um subespago segundo Lema 2.1.9.
Exercicio 2.1.11.

1. Quais dos seguintes subconjuntos X; sao subespagos de R"? Em cada
caso faca um desenho e explique porque é subespaco ou nao é.

(a) X1:={(o,a) | a € R} C R
(b) Xy :={(a+1,a)|a € R} CR?%
(c) X3:={(a,B) | a, B reais ndo-negativos} C R2.
2. (LI transfere-se a espacos vetoriais ambientes). Seja F um subespago
de um espacgo vetorial E. Mostre que se um subconjunto de F' é LI em

respeito ao espago vetorial F' entao o também é LI em respeito ao espaco
vetorial ambiente E.

2.2 Conjuntos gerandos

Definicao 2.2.1 (Subespago gerado por um subconjunto). Seja E um espago
vetorial e X um subconjunto. O subespaco de E gerado por X é o conjunto’

(X) : = {todas as combinagoes lineares estritas em X} U{O}

veja Exercicio 1.3.3. Note: O conjunto vazio gera o subespaco trivial {O} = (0).
Se (X) = FE dizemos que o conjunto X gera E. Neste caso cada um elemento
de E é uma CL de elementos de X.

“Se v1,..., v sao vetores de E” vamos usar a notacdo curta’

(v1,...,00) == {1} U---U{we})

para o subespago de E gerado pelo conjunto composto dos vetores vy, . .., vg.

I Lembre-se da nossa convengio (1.1.1) para conjuntos, por exemplo {1,2} U {2} = {1, 2}.
2 O ponto sutil é que uns dos vetores podem ser iguais, veja Defini¢io 1.1.2.
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Exercicio 2.2.2. Mostre que (X) é um subespago de F e que Kv = (v).
Lema 2.2.3. Seja X um subconjunto de um espago vetorial (E, +,-,K). Entdo
(i) X C(X) (contido no subespago gerado

)
i) YC X = (Y)C(X) (naturalidade sob inclusao)
(i) F C E subespago = (F) =F (ndo muda subespagos)
(iv) Um subespago F' C E contendo X contem (X). (respeita subespagos)

Demonstracio. (i) Seja v € X, entdao v “= 1y € (X). (ii) Como Y C X,
CLe’s em Y sdo CLe’s em X. (iii) Igualdade é consequéncia das duas inclusoes
F C (F) C F, onde a primeira é (i) e para a segunda usamos que os elementos de
(F') sao CL’s em F', mas um subespago é fechado sob CL’s segundo Lema 2.1.2 a).

(iv) Com efeito F & (F) 5 (X). O

Lema 2.2.4. Todo subconjunto LI {u,v} C R? de dois elementos jd gera R2.
Demonstracao. Lema B.2.1. O

Lema 2.2.5 (Os subespacos de R?). {O}, R?, e as retas passando a origem.

Demonstracdo. D’ Exercicio 2.1.5. ’C’ Seja F um subespaco de R2. Caso
F = {O}, pronto. Caso contrario existe u € F' ndo-nulo. Se os demais f € F'
sao multiplos de u temos F' = Ru, pronto. Caso contrario existe um v € F, ndo
miltiplo de u. Entao {u,v} é LI segundo Exercicio 1.3.11 parte 2. Mas neste
caso segundo Lema 2.2.4 e Lema 2.2.3 (iv) obtemos R? = (u,v) C F C R, O

Exemplo 2.2.6 (Os espacos R™, R, R>).

a) A base canonica ™ = {ey,...,e,}, veja (1.2.1), gera R™. Com efeito
a1 1 0
[65) 0 :
R'sv=| . |=a1|. |+ +an]|-
: : 0
Qi 0 1

A base candnica £° := () gera o subespaco vetorial trivial {0} =: R® C R.

b) Dadoi € N, a sequéncia com todos membros nulos exceto o i-ésimo qual é 1
denotamos também de e;. A base candnica £ := {e1, e, ... } gera R§°.

¢) A base candnica £ nao gera R*: Uma CLe deve ser uma soma finita,
tente escrever a sequéncia cujos membros sdo todos 1 como uma CL.

Exemplo 2.2.7 (Polinémios). O conjunto de monémios {20z, 22,... 2"}
onde z° := 1 gera P, (R). Todos os mondémios {1,z,z%, ...} geram P(R )

Exemplo 2.2.8 (Sistemas lineares). Dado um sistema linear [a : b] onde a é
uma matriz m x n. Sabemos de (A.3.2) que existe uma solugdo x se e somente
se a lista b é CL das colunas da matriz a. Consequentemente se as colunas de a
formam um conjunto de geradores de R™, entao para cada uma inomogeneidade
b € R™ o SL admite uma solugao.
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2.3 Soma direta

Definicao 2.3.1 (Soma de subconjuntos). A soma de subconjuntos X e Y
de um espaco vetorial E é o conjunto de todas as somas

X+Y ={z+ylzeX, yecY}CE
Em vez de {u} +Y escreve-se u + Y e chama-se a translacdo de Y por u.

Lema 2.3.2. A soma de dois subespacos € gerado da unido deles, em simbolos
F,G C E subespagos = F+G=(FUG)

Particularmente, a soma de dois subespacos € um subespago mesmo.

Demonstracdo. Para provar igualdade de dois conjuntos prova-se as duas in-
clusdes. 'C’ Os elementos de F' 4+ G sdo CL’s da forma especial f 4 g enquanto
(F'UG) contem todas as CL’s em F'UG.

’D’ Pegue um elemento h de (F'UG) e use comutatividade para re-escrever
a soma finita com os somandos em F' no frente e depois aqueles em G. Assim
recebemos um elemento, igual h, em F' + G. O

Definicao 2.3.3 (Soma direta de subespagos). Sejam Fy, Fyo C E subespagos
de um espago vetorial E. No caso da intersecao trivial Fy N Fy = {O} escreve-se
F1 & F5 em vez de F + F5 e chama-se soma direta dos subespacos F; e F5.

O simbolo F & G é simplesmente uma abreviacao para duas informagoes,

com efeito
FnG={0}

FpG=H
comn o [P0

Use-se a soma direta para decompor um vetor unicamente em componentes.

Teorema 2.3.4. Sejam Fy, Fy C F trés subespagos de um espaco vetorial E:
F=FoFh <& VfeF, A frekF, frbekF tadque f=f1+ fo
Demonstragao. Teorema B.2.2. L]

Exercicio 2.3.5. No espago vetorial F(R) das fun¢oes R — R sejam

Fiy ={f :R — R que se anulam em todos os pontos do intervalo [0,1]}

F;, ={g: R — R que se anulam em todos os pontos do intervalo [2,3]}

Mostre que Fy e F» sdo subespagos de F(R), que F(R) = F; + F5, mas nao se
tem F(R) = F1 D FQ.

Exercicio 2.3.6. Verdadeiro ou falso? Para todos subconjuntos X,Y C F vale
(i) (XUY)=(X)+()
(ii) (XNY)=(X)N(Y)
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Exercicio 2.3.7. Uma matriz quadrada a = (a;;) ,, chama-se

ij=1,.,
simétrica se a;; = aj; Vi, j anti-simétrica se a;; = —a;; Vi, j

Entao as matrizes simétricas sao aquelas iguais s suas transpostas a’ = a e as
anti-simétricas aquelas com a! = —a.

Prove que a) o conjunto S = S(n) das matrizes simétricas n X n e o conjunto
A = A(n) das anti-simétricas sdo subespagos de M(n x n;K) e b) que

M(n xn;K) =S @ A.

[Dica: b) Considere as duas matrizes a* := J (a+a') ]



Capitulo 3

Bases

Durante o Capitulo 3 denotamos de E um espago vetorial
E= (E7 +, K)
sobre um corpo K.

Bases de um espaco vetorial E sao subconjuntos LI as quais geram E no
sentido que todo vetor de E pode ser escrito como combinagao linear (CL) dos
elementos da base. Os coeficientes escalares na CL sdo unicos (propriedade LI)
e chamados de coordenadas de um vetor em respeito a base. Quando E admite
uma base finita de n elementos chama-se n a dimensao de . Se escolhemos uma
outra base, recebemos uma outra dimensdao? Veremos na Secdo 3.1.2 que nao:
Se E admite uma base finita todas as bases tem o mesmo numero de elementos.

Entao bases sao LI, contem suficientemente muitos elementos para que todo
vetor pode ser escrito como CL deles, e na dimensao finita bases ainda sao
conjuntos maximos no sentido que s6 adicionando mais um outro vetor ja recebe-
se um conjunto LD.

Definigao 3.0.8 (Base). Para um subconjunto B de E definimos

B gera E
B base de F & g '
Bé Ll
Uma base ordenada é uma base B = {{1,&2, ...} cujos elementos sdo enume-
rados, equivalentemente escreve-se na forma de uma lista ordenada (&1, . ..,&,).

Conjuntos enumerados correspondem a sequéncias, listas caso finito.

Exercicio 3.0.9. Se E = F| & F5, mostre que uma uniao B U By de bases de
Fy e F5 é uma base de E. [Dica: Unido LI — ideia de (B.2.1).]

Exemplo 3.0.10. Sejam u = (1,1) e v = (2,0). Os conjuntos {e1,u} e {u,v}
sdo bases de R%2. Ambos conjuntos sdo LI segundo Teorema 3.1.1 (os elementos
nio sdo multiplos um do outro), e por isso geram R? (Lema B.2.1). Um exemplo
para LD é o conjunto {e;,v}, no qual um elemento é miiltiplo do outro.

27
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Exemplo 3.0.11 (Bases canonicas).

2)

Listas. Base canonica £" := {ey,...,e,} C R” onde n € Ny.

Caso n > 1. Exercicio 1.3.11 confirma LI, Exercicio 2.2.6 diz que gera R".
Caso n = 0. Note que R? = {0} ¢ o espaco vetorial trivial. O conjunto va-
zio £° = () é LI (Comentdrio 1.3.7) e gera o espaco trivial (Defini¢io 2.2.1).

E> :={ey,e,...}, veja Exemplo 2.2.6, nao é base do R*, ¢é sim do R.
Matrizes. Seja e'l € M(m x n) a matriz com todas entradas nulas exceto
a ij-ésima entrada a qual é (eY);; = 1. A base canénica de M(m x n) é

gmxn={el[ic{l,...,m},j€{1,...,n}} C M(m x n)
Note-se que a base canénica tem |E™*"| = mn elementos.

Polinémios. Base candnica sao mondémios {z" | n € No} C P(R).

Gerando: Por definicao de P(R). LI: Uma CL de monémios é um po-
linémio p # 0 (ndo constantemente nulo). Se p representa o vetor nulo (o
polinémio constantemente nulo) todos coeficientes devem se anular porque
polindmios de grau £ > 1 tem um numero finito de raizes. Caso p é de
grau zero, ele é da forma p(z) = apz e para se anular g deve-se anular.

Analogamente {1,z,...,2"} é uma base de P, (R.

Hiperplanos. Dado uma lista a € R™ com «,, # 0, o hiperplano
Hy :={z e R" | ayx1 + -+ + apz, = 0}

tem como base o conjunto B, := {&1,...&,—1} no qual a lista

J— (677 n M-

£ = (o,...,o,1,o,..., —7) ER", i=1,...,n—1
tem todos membros nulos exceto o i-ésimo e o ultimo. E ébvio que B, é
LI, que gera R™ podemos ver assim: Para z = (x1,...,2,) € R" vale

x € Hy

& 0=oaz1 4+ + apx,

ad Tp = anxl an n—1

— [e] Qn—1 n
& = (5171,-~-,$n—1,*071l$1 — = ;n :En_1> eR
& r=mné+ o+ rp-1€n

3.1 Aplicagoes

3.1.1 Coordenadas de um vetor

Teorema 3.1.1. Seja X C E um subconjunto tal que |X| > 2. Entdo
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a) X € LI & nenhum elemento de X é CL de outros elementos de X

b) X é LD & existe um elemento de X que é CL de outros elementos de X
Demonstragao. a) ’=’ Seja X LI, suponha por absurdo que um elemento u € X
fosse CL u = ayv1+- - -+ vy, de outros elementos v; (tem outros como | X| > 2).
Adicionando —u em ambos lados obtemos O = (—1)u+a1v1+- - -+ avE. Como
—1 # 0, e depois descartar os termos com coeficientes nulos, trata-se de uma
CLe em X representando o vetor nulo. Assim X é LD. Contradigao.
<=’ Suponhamos por absurdo X fosse LD. Entao existe uma CLe em X

a1v1 + -+ apug =0

representando o vetor nulo. Caso k = 1. Entao ajv; = O e assim v; = afl(’) =
O. Contradigao. Caso k > 2. Entao v; = —aflagvg — = aflakvk é CL de
outros elementos de X. Contradi¢do. b) é equivalente & parte a). O

Corolario 3.1.2 (Unicidade dos coeficientes de CL’s em conjuntos LI). Seja
{v1,..., 05} um subconjunto LI de E, entdo

av1 oy =B+ By = o =61, 00 = B

Em palavras, se duas CL’s num conjunto LI representam o mesmo vetor, entao
os coeficientes escalares coincidem.

Demonstracdo. a1 — 1 = 0: Suponha por absurdo oy — 8 # 0. Entao o vetor
v1 = (on — B1) 7" (a2 — B2)va + -+ + (u — Br)vk)

¢é CL de outros elementos. Contradicdo. Andlogo para os outros a; — f3;.
Outro argumento (usando LI): Pela hipétese (g — 51)v1 +- - -+ (g — Bg )vp = O.
LI diz que todos coeficientes sao nulos. O

Lema 3.1.3.
a) Um subconjunto Y de um conjunto LI X € LI.  (Subconjuntos herdam LI)
b) Um conjunto X contendo um'Y LD é LD. (Superconjuntos herdam LD)

¢) Um subconjunto LI X num subespago F' C E, também é LI em E.
(LI transfere-se para superespagos)

Demonstrag¢ao. a) Como X é LI, toda CL em X representando O tem todos
coeficientes nulos. Como Y C X, toda tal CL em Y é uma em X e assim tem
todos coeficientes nulos. b) Como ¥ C X, uma CLe em Y representando O é
uma tal em X. c) Isso é simplesmente o fato que o vetor nulo de um subespago
é o vetor nulo do espago vetorial ambiente, veja Exercicio 2.1.3. O

Comentario 3.1.4 (Consequéncias das duas propriedades de ser base B de F).
(B) = E: Assim todo v # O pode ser escrita como CL em B, com efeito

v=0a1& + -+ o (3.1.1)

para escalares a; € K e vetores §; € B da base.
B é LI: Assim os coeficientes «; em cima sdo unicos (Corolario 3.1.2).
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Todo vetor v € E admite coordenadas unicas o, ...,a € K
em respeito a uma base ordenada B de E.

Definicao 3.1.5 (Coordenadas). Suponha B = (&;,...,£,) é uma base or-
denada de um espaco vetorial E. As coordenadas de um vetor v € E em
respeito a base B s@o os coeficientes a1, ..., a, em (3.1.1). A matriz n x 1 das
coordenadas
aq
p:=|:| K" (3.1.2)

On

é chamado de vetor coordenada de v em respeito & base B. Abreviamos
[v] := [v]gm no caso de E = K™ munido da base canonica £™.

Lema 3.1.6. Duas bases B={&1,...,&,.} e B de E sio 1guais se e somente se

cada um elemento de E tem o mesmo vetor coordenada em respeito a B e a B.
Em simbolos

W=z WeE & B=B

Demonstragdo. “=" A hipétese para v := & diz que [{1]z = [£1]5. Note-se
que [&1]z = (1,0,...,0). E assim [{]z = (1,0,...,0). Mas isso significa que
& =1-40-&4---+0-&, =&1. Repitaparav =£&;,...,&,. “<” 6bvio. O

Exercicio 3.1.7. Seja E = R? munido da base canonica £ = (e1, e3) e da base
B = (&,&) onde & = (1,1) e & = (—1,1). Determine [e1]s, [e2]s, [e1], [e2] e
também [&1]5, [$2]5, (1], [€2]-

Exercicio 3.1.8. Mostre que os polinémios 1, 2 — 1, e 22 — 3z + 1 formam uma
base de P2(R). Exprima o polinémio 222 — 5z + 6 como CL nessa base.

3.1.2 Dimensao de um espacgo vetorial

Teorema 3.1.9. Se um conjunto finito gera E, entdao qualquer conjuntoY C E
com mats elementos é LD.

Corolario 3.1.10. Suponha um conjunto finito X gera E, entdo
YCFE LI = Y| <|X].
Para provar Teorema 3.1.9 vamos usar o seguinte resultado sobre SLH’s.

Teorema 3.1.11 (Existéncia de solugdes nao-triviais de um SLH). Dado uma
matriz a € M(m x n;K). Se tem menos linhas como colunas (m < n), entdo o
SLH ax = O, compare (A.3.1), admite solu¢oes x = (x1,...,2,) # (0,...,0).

Demonstra¢do. Inducao sobre o nimero m de linhas. Veja Teorema B.3.1. [
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Demonstragio de Teorema 8.1.9. Suponha que o conjunto X = {v1,...,vm}
gera o espaco vetorial E e seja Y C E um outro subconjunto com mais ele-
mentos, ou seja |Y| > m. Para mostrar que Y é LD, basta mostrar segundo
Lema 3.1.3 b) que um subconjunto U = {uy,...,um+1} C Y de m+1 elementos
¢ LD. Como X gera E e cada um u; pertence a I existem escalares a;; tal que

Uj = a1jv1 + -+ AnjOm (%)

paraj=1,...,m+ 1.
Para U é LD resta mostrar: existem escalares nao-nulos z1, ..., Z,,+1 tal que
Tr1uy +~~+wm+1um+1 =0 (313)

Para este fim considere o SLH de m equagoes de n = m + 1 incégnitas x;

a11r 4+ arme1 e =0
(SLH)
1 T1 + - F Q1T 1 =0
o qual tem uma solu¢do nao-trivial x = (x1,...,Zm+1) # (0,...,0) segundo

Teorema 3.1.11 como m < n. Obtemos (3.1.3) assim: usando (%1 — *;,41) temos

T1Uy + -+ T 1 Um
=1 (a1101 + -+ am1v,,)
+x2 (a12v1 + -+ ama2v)

+ Tm+1 (041,7n+17/'l + ot mmtl )

m—+1 m+1

=1 g 15+ -+ E Apmj T
J=1 Jj=1
N—— N———
=0 (SLH); =0 (SLH)m,

=0
O

Proposigcao 3.1.12. Se uma base B de E tem m elementos, entdo todas tem.

Demonstragdo. Sejam B = {{y,...,{n} e B bases de E. _
1) (B) = E e Y := B LI implicam (Coroldrio 3.1.10) £ := |5 < |B] = m < ~c.
2) Analogamente como (B) = EeY := BéLI temos quem = |B| < |B|=¢. O

Definicao 3.1.13 (Dimensao). Se um espago vetorial F admite uma base finita
B, o numero dos elementos é dito a dimensao de E, em simbolos

dim E := |B|

Caso E nao admite nenhuma base finita dizemos que F é de dimensao infinita
e escrevemos dim F = oc.
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Comentario 3.1.14 (Dimensao do espago vetorial trivial). O conjunto vazio é
uma base do espaco vetorial trivial E = {O}, Exemplo 1.3.7, assim dim{O} = 0.

Lema 3.1.15 (Aumentando conjuntos LI). Seja X = {v1,...,vx} um subcon-
junto LI e seja u € E um vetor fora do subespaco gerado, ou seja (X). Entdao
o conjunto extendido {v,...,vg, u} também € LI.

Demonstragio. Se X = (), entdo u ¢ (0) = {O}, assim u # O e {u} é LI
segundo Coroldrio 1.3.7. Se X # (), suponha por absurdo que {v1,...,vg, u}
fosse LD. Assim existe uma CLe ajvy + -+ 4+ agvr + fu = O. Caso B8 = 0,
entao (ag,...,ag) # (0,...,0) e ayvg + -+ + agvr = O. Assim {vy,...,v;}
é LD. Contradicio. Caso 3 # 0, entao u = —37! (ayvy + -+ + agvy) € (X).
Contradicao. O

Exercicio 3.1.16. Sejam X7, Xo,... subconjuntos LI de um espaco vetorial F.

1. Caso encaixado X; C X5 C ..., prove que X =JX,, é LL

2. Se cada X, tem n elementos, prove que existe um conjunto LI X =
{z1,22,...} com z; € X;, para todo j € N.

3. Supondo E = R* e as hipéteses em 1. e 2., é verdade que X = J X, seja
uma base de E?

Corolarios do Teorema 3.1.9

Nos corolarios seguintes n € Ny, particularmente é um nimero, assim finito.
Coroléario 3.1.17. Y C E, |Y| >n:=dimF = Y LD

Demonstracdo. Como dim E = n existe uma base B de F com n elementos. [

Coroldrio 3.1.18. Se um conjunto Y é LI em E, entdio |Y| < dim E.

Demonstracdo. Caso dim E = oco: verdadeiro trivialmente. Caso dim E < co:
escolha para X em Coroldrio 3.1.10 uma base de E para obter |[Y| < dim E. O

Corolario 3.1.19. Suponha X C E tem n :=dim E elementos, entao
X gera B & X éLI

Demonstracdo. m = 0. Assim X = (), ambos lados valem automaticamente.

n = 1. Assim X = {v} onde v € E, ambos lados séo equivalentes a v # O.

n = 2. =" Suponha que X = {v1,...,v,} gera E. Por absurdo suponha que
X é LD. Segundo Teorema 3.1.1 b) um elemento de X, dizemos v,,, é CL de ou-
tros elementos de X. Entao E = (X) = (v1,...,0,) = (v1,...,0n_1). Qualquer
base B de E tem n elementos pela hipétese n = dim E — mais elementos como o
conjunto {vy,...,v,—1} gerando E. Entao B é LD segundo Teorema 3.1.9. Con-
tradicdo. ’<=’ Suponha que X = {vy,...,v,} é LL. Por absurdo suponha que X
nao gera F. Entdo existe u € F nao elemento de (vy,...,v,). Assim o conjunto
aumentado {vy,...,v,,u} é LI segundo Lema 3.1.15. Mas um subconjunto com
mais elementos (n 4+ 1) como a dimensao (n) é LD segundo Corolario 3.1.17.
Contradicao. O
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Corolario 3.1.20. Um subconjunto LI com n = dim E elementos € uma base.
Demonstracdo. Tal subconjunto LI gera E segundo Corolério 3.1.19 '<’. O
Lema 3.1.21. Se um conjunto finito X gera E, entdo |X| > dim E.

Demonstrag¢do. Suponha que X = {vy,...,v,} gera E.

Caso X = {vy,...,v,} é LI: Entao X é base e assim |X| = dim E.

Caso X = {vy,..., v} 6 LD: Assim X # ().

Casom=1: Entdo vy = O e E = (v1) = {O}. Assim |[X|=1>0=dimE.
Caso m > 2: Como {v1,...,v,} é LD, pelo menos um elemento, dizemos v;,,
deve ser CL de outros. Iterando até chegamos num conjunto LI obtemos que

E=,...,om)={(V1,...,0m-1) =" ={01,...,0p)
onde {vy1,...,v} ¢ LI e £ > 1. Entéo {v1,...,v¢} =: B é base de E ¢ assim
| X|>¢=|B|=:dimE. O

Exemplo 3.1.22 (Dimensao). Veja Exemplo 3.0.11.
(a) dimR™ = |E"| = n e dIMRFP = |E®| = co. (Anélogo para corpos K.)

dim R*® = oco: Suponha por absurdo que é finita a dimensao n := dim R*°.
Segundo Coroldrio 3.1.17 para Y = £*° e E = R*™, como |Y| = || =
oo > n = dimR*®, segue que £ é LD em R>*. Mas £ é LI em R
segundo Exercicio 1.3.11. (Outro argumento: Como £ é LI em Rg®,
deve ser LI em R* segundo parte c¢) do Lema 3.1.3.) Contradigao.

(b) dimP,(R) =n+1e dimP(R) = oco.

dimM(m x n) = mn.

—
o
~

(d) Hiperplanos H, C R™, onde « € R™ ndo-nulo, tem dimensao n—1. Aquele
"hiper’ refere-se ao fato do que na dimensao falta 1 para a dimensao do
espaco vetorial ambiente.

Exercicio 3.1.23 (Produto cartesiano). Sejan € Ny e seja F um espaco vetorial
de dimensao m. Mostre que o produto cartesiano F*™, veja (1.1.2), é um espago
vetorial sob as operacoes de adigao e multiplicagao escalar, ambas componente-
por-componente, e que dim F'*"™ = mn.

[Dica: Dimenséao — escolha uma base de F' e use para definir uma base de F*".]

3.2 Existéncia e extensao

Teorema 3.2.1. Seja E da dimensdo finita n € Ny.

(a) Todo conjunto gerando E contem uma base de E. (Ezisténcia de bases)

(b) Todo subconjunto LI é contido numa base de E. (Eztensio de bases)

(¢) A dimensdo de qualquer subespaco de E € < n. (Dimensao)
)

d

Um subespaco F' de E da mesma dimensdo n € igual o E.
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Demonstragao. LI refere-se a E se nao especificado diferente. (a) Suponha X
gera FE. Seja B C X qualquer subconjunto LI (existe como B = (} mostra),
entdo |B| < dim E =: n segundo Corolério 3.1.18. Para k € Ny seja

C,:={BCX|Bélle|B|l=k}

a familia de todos os subconjuntos B C X os quais sao LI e composto de
k elementos. Seja B, C X um subconjunto LI com o nimero maximo de
elementos. Entdo B, € C; para um ¢ € {0,1,...,n}. Seja B, = {&,...,&}-
Considere as quatro inclusées (dois deles sendo igualdades)

E=(X)c(B.)=(B.,) CE

Consequentemente o conjunto LI B, gera E, ou seja B, é uma base. Resta
justificar as quatro inclusdes. INCLUSAO 1. Pela hip6tese X gera E.
INCLUSAO 2. Parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica como X C (B.): Suponha por
absurdo que existe um vetor v € X o qual ndo é CL em B,, ou seja v ¢ (B,).
Segundo Lema 3.1.15 o subconjunto aumentado {&1,...,&;, v} de X ainda é LI,
mas contem £ + 1 elementos, entdo mais como B,. Contradigao.

INcLUsAO 3. Como (B,) é um subespago parte (iii) de Lema 2.2.3 aplica.
INCLUSAO 4. Como B, C X C E parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica.

(b) Suponha X C E é um subconjunto LI. Como k := |X| € {0,...,n},

veja Coroldrio 3.1.18, trata-se de um conjunto finito, ou seja X = {vy,...,vx}.
Subconjuntos B C E LI e contendo X (existem como B := X mostra) sdo
compostos de £ elementos para um £ € {k,...,n}. Seja B, um tal subconjunto
com o numero maximo ¢, de elementos. Entdo B, é LI e contem X C B,. Para
B, é uma base de E, resta mostrar que gera E, ou seja (B,) = E:
’C’ trivial como B, C E. >’ Suponha por absurdo que existe um vetor u € E
o qual ndo pertence a (B,), entao o conjunto aumentado B, U{u} é LI segundo
Lema 3.1.15, contem X porque B, contem X — mas tem mais elementos como
B,. Contradigao.

(c) Suponha F' é um subespaco de E. Seja B C F' qualquer subconjunto LI
em respeito a F (existe como B = () mostra). Note que B é LI em respeito a
E segundo Lema 3.1.3 ¢). Assim |B| < n := dim F segundo Coroldrio 3.1.18.
Agora escolha um subconjunto B, C F LI em respeito a F' com o nimero
méximo de elementos. Como temos visto k := |B,| < dimE =: n. Resta
mostrar que B, é uma base de F' (neste caso dim F' = |B,|). Pela escolha B, é
LI em F, entdo basta mostrar (B,) = F:

’C’ trivial como B, C F. >’ Suponha por absurdo que existe um vetor u € F
o qual ndo pertence a (B.,), entdo o conjunto aumentado B, U {u} é LI em F
segundo Lema 3.1.15 — mas tem mais elementos como B,. Contradicao.

(d) Seja FF C E um subespacgo de dimensdo n := dim E. Pela definigdo
de dimensdo existe uma base B de F' com n elementos. Como B é LI em
respeito a I, é LI em respeito a E segundo Lema 3.1.3 ¢). Como além disso
|B| = n := dim E o Corolario 3.1.19 diz que B gera E. Entao E = (B) = F,
onde a segunda igualdade segue porque B é base de F', entao gera F. O
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Proposigao 3.2.2. Seja F' um espago vetorial e Fy, Fy subespagos de dimensao
finita k, €. Entao existe uma base finita B do subespaco Fy+ Fy de F' que contem
uma base By de Fy, uma base By de Fy, e uma base Bio de Fy N Fy. Vale que

Demonstrag¢ao. Vamos denotar de (b),(c) as partes correspondentes do Teo-
rema 3.2.1. O subespago Fy N F» C F; tem dimensdo finita m (segundo (c)
para E = F}) e assim admite uma base finita Bis = {(1,...,(n} (segundo a
definigdo de dimensao). Segundo (b) para E = F; o conjunto Bijs — LI em
F1 N F5 e segundo Lema 3.1.3 LI no superespaco F; — é contido numa base B
de F}. Analogamente Bis é contido numa base By de F. Uma base de F; + Fy
contendo as bases desejadas é

B2
B:= (Bl \Bm) UBip U (BQ \Blg) =B U (BQ \ 612) =B UDBy
Contando elementos obtemos
dim(Fy + Fp) = |Bl=(k—m)+m+{L—m)=k+{—m.

Resta checar as duas propriedades de uma base. B gera F}+F5: Os elementos
de Fy + F» sdo da forma f; + fo onde f; € Fy (assim é CL em By) e fo € Fy
(assim é CL em Bs). Consequentemente f1 + fo é CL em By U By = B.

B éLlem F: Seja By = {&1,...,&} e Ba\ Bia ={m,...,ne—m}. Suponha por
absurdo que B é LD, ou seja existem escalares «;, 5; nao todos nulos tal que

a1y + -l B -+ Be—mfe—m = O

=—v1 =iv1

Nao todos f;’s sdo nulos (caso contrdrio B; é LD, contradigdo). Assim vy €
F>\ (F1NFy). De outro lado —vy, entdo vy, é elemento do subespago Fy. Assim
v1 € (F1 N Fy) e vy ¢ (Fy N Fy). Contradicao. O

Corolario 3.2.3. Sejam F,G C E subespacos de dimensoes finitas, entdo:

FaG—FE N {dimF—l—dimG—dimE

FNnG={0}
Demonstragdo. =’ Férmula (3.2.1) usando que a intersegao tem dimensao zero.
<’ Suponha que F NG = {O} e que as dimensoes de F e G adicionam &
dimensao de E. Segundo Lema 2.3.2 a soma F + G é um subespago de F.
Entao F' 4+ G = E segundo Teorema 3.2.1 (d). O

Exercicio 3.2.4 (Subespacos do espaco M(n x n) das matrizes quadradas). !

1 As dimensdes para seu controle: 2. dim 7 = n(n + 1)/2
3. ()20 L (n—1)=n2—1 (b)n(n—2)+n=n(n—-1) (c) (n—1)2+n=n%—(n—1)
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1. Sejam A,S C M(n x n) os subespagos das matrizes anti-/simétricas.

(a) Para cada par (i,7) € {1,...,n} x {1,...,n} seja e} a matriz n x n
cujos elementos nas posicoes ¢j e j¢ sao iguais a 1 e os demais sao
zero. Prove que estas matrizes constituem uma base {e} } para S.

(b) De modo andlogo, obtenha uma base {9} para A.

(¢) Conclua que

(n+1)

dimS =" dimA =M =Y (3.2.2)

2 2
Calcule dim S + dim A e lembre-se que dim M(n x n) = n?. Conclua que
M(nxn)=S® A
Antes, no Exercicio 2.3.7, tenhamos obtido uma prova alternativa desse.

2. As matrizes t = (t;;) € M(n xn) tais que t;; = 0 quando ¢ < j sdo chama-
das triangulares inferiores. Prove que elas constituem um subespago
T C M(n x n). Obtenha uma base para T e determine a sua dimensao.

3. Obtenha uma base e consequentemente determine a dimensao de cada um
dos seguintes subespagos de M(n X n) as quais sdo composto de

(a) matrizes a = (a;;) de traco (a soma dos elementos da diagonal)
n
tr : M(n xn) = R, aHtra::Zaii
i=1
nulo, ou seja tra = 0.

(b) matrizes cuja primeira e ultima linha s@o iguais

(¢) matrizes cuja primeira linha e primeira coluna sao iguais
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Capitulo 4

Transformacoes lineares

No Capitulo 4 denotamos de E, F' espagos vetoriais
E:(E7+7‘7K)a F:(F,+aaK)

ambos sobre o mesmo corpo K. Na primeira leitura pense em K = R. As letras
m,n denotam numeros naturais ou zero.

4.1 Exemplos e construcao

Definicao 4.1.1. Uma transformacao linear (TL), também chamado de
homomorfismo de espagos vetoriais ou operador linear, é uma aplicagao

A:E—F, v~ Av)=:Av
a qual preserva as operagoes em F e F', ou seja

A(av) = aAv

(Linearidade)
A(v +w) = Av + Aw

para todos os escalares a € K e todos os vetores v,w € E. Note-se que nos
lados esquerdos aparecem as operacoes em FE e nos lados direitos aquelas em F'.

Como indicado acima vamos escrever no caso de aplicagoes lineares geral-
mente Av em vez de A(v). Assim Av j4 sinaliza que A é linear. Note-se que

(Linearidade) <  A(au+ fv) = aAu+ BAv, Vo,B €K, Vu,v € E
Lema 4.1.2. Seja A: E — F uma TL. Entdo

(i) AO =0 (leva o vetor nulo de E no vetor nulo de F')
(il) A(—v) = —(Av) (leva inversos em inversos)
(ili) A(u —v) = Au— Av

39
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(iv) Alaqvy + -+ + agvg) = a1 Avy + -+ + ap Ao (leva CLs em CLs)
para todos os vetores u,v,v; € E e escalares o; € K.

Demonstragao.

(i) AO = A0+ 0) M AO + AO, entdo AO = O segundo Lema 1.1.5 3b)
(ii) A(—v) + Av "= A~y 4 0) = 40 L 0.

(iii) A(u —v) thear Au + A(—v) D Ay — Av.

(iv) Indugdo sobre k baseado na linearidade. O

Exercicio 4.1.3. Considere os elementos de R? dados por

Uy = (27 _]-)7 Uz = (17 1)7 uz = (_]-7 _4)7

v = (1,3), Vg = (2,3), V3 = (576)
Decida se existe ou ndo uma transformacao linear A : R2 — R? tal que
Auy = vy, Aug = vy, Auz = v3

Solugao. Se A é linear entdo escrevendo uz como CL de uy e ug, ou seja
uz = au + Busg, o elemento v3 = Aug deve ser CL de v; = Auq e v9 = Aus com
os mesmos coeficientes. Com efeito

vy = Aug = A(auy + Bus) lin- aAuy + fAus = avy + Bus

Entao vamos checar se é verdadeiro isso: Determinamos « e 8 primeiro

s -2

Comparando os primeiros membros obtemos f = —1 — 2. Use isso na com-
paragao dos segundos membros para obter « = f+4=—-1—-2a+4 =3 —2a.
Assim o =1 e § = —3. Basta calcular

aun+ o = o] -3 [3] = | 28] 2 [o] =

Entao nao existe uma tal transformacao linear A.

Exercicio 4.1.4. Mesma pergunta como no Exercicio 4.1.3 mas a) com vz =
(=5,—6) e b) com vz = (5, —6).

Exemplo 4.1.5 (Derivagio e convolugao).

(Derivacao) Seja k € N ou k = oo, entao é linear o operador derivada

D: C*R,R) = C*(R,R), [+~ f:= %f
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(Convolugao) Dada uma fungéo continua k: [a,b] x [a,b] — R, Seja k € N ou
k = oo, entao é linear o operador definido por

b
K C%([a, B, R) — C°([a, b, R), wﬁimw@@

No caso particular k(z,y) = g(x—y) onde g: [a,b] — R é uma dada fungao
continua o operador K, definido por

b
(Kof) @)1= [ glo = )1 ) dy
¢ chamado de convolugao das funcoes f e g, notacao f * g := K, f.

Isomorfismos

Isomorfismo e inversa serao tratados com mais detalhes na Secao 5.3.

Definicao 4.1.6 (Isomorfismo). Um isomorfismo entre espagos vetoriais E e
F é uma transformagao linear (homomorfismo) 7' : E — F tal que a aplicagao

injetiva e Tu=Tv=u="v
T:FE — F é bijetiva & e
sobrejetiva & Yve FJue E: Tu=v

Se existe um isomorfismo entre E e F' dizemos “E e F sao isomorfos” e escre-
. T ’ .
vemos E ~ F, ou ainda F ~ F para destacar quem ¢é o isomorfismo.

Definicao 4.1.7 (Inversa). Uma transformagao linear A € L(E, F') é chamado
invertivel caso existe um B € L(F,E) tal que AB = Ip e BA = Ip. Neste
caso B é tinico e chamado a inversa de A, simbolo A~! := B

Comentario 4.1.8. Dado um isomorfismo 7' : E — F', definimos a aplicacao
S:F—E, f—uwv

onde v € FE é o tinico vetor tal que Tv = f, veja (5.3.1). Pode checar que S é
linear e bijetiva, ou seja um isomorfismo, e que S é a inversa de T.

A composi¢do BA de dois isomorfismos é um isomorfismo e sua inversa é a
composicao das inversas — mas na ordem oposta

(BA)"'=A"'B! (4.1.1)

4.1.1 O espacgo vetorial das transformacoes lineares

Definicao 4.1.9 (O espago vetorial L(F, F)). O conjunto

L(E,F):={A| A: E — F transformacao linear}
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de todas as transformacoes lineares entre E e F' seja munido das operagoes
+:L(E,F)x L(E,F) — L(E,F) - Kx L(E,F)— L(E,F)
(A,B)— A+ B (a, A) = aA
definidas assim (A4 4+ B)v := Av+ Bv e (ad)v := a(Av).
Note que A + B,aA : E — F realmente sao lineares. Por exemplo, vale

distr.

(@A) (v +w) L (A +w)) 2 a(Av + Aw) S a(Av) + a(Aw)
e o lado direito é (a«A)v 4+ (aA)w pela definicao de aA.

Lema 4.1.10. O conjunto L(E,F) das transformagoes lineares de E para F
munido das operacdes '+’ e '+’ forma um espaco vetorial

ﬁ(E?F) = (‘C(E’F)7+77K)
sobre o corpo K. O vetor nulo de L(E,F) é a TL nula O : E — F, v+ O.1
Demonstracdo. Deixamos ao leitor verificar os axiomas na Definicao 1.1.17. [0

Definigao 4.1.11 (Operadores lineares em E). No caso F' = E os elementos de
L(E):= L(FE, E) sdo chamados de operadores lineares em E e o operador

I=Ig:FE—E, v~ (4.1.2)

é chamado de operador identidade em FE.

4.1.2 Construgao de transformacoes lineares

Uma base ordenada é uma base B = {£1,...,&,} cujos elementos sdo enum-
erados, alternativamente escreve-se na forma de uma lista ordenada (&1, ...,&,).

Proposicao 4.1.12. A fim de definir um homomorfismo A € L(E,F) basta

escolher as imagens de uma base (ordenada) B = {&,...,&,} de E:
EXISTENCIA. Escolha uma lista f := (f1,...,fn) de n:= dim E elementos f;
do contradominio F, repeticdes nao excluidas, e defina

Ag&i=1f;, J=1....n (*)

Entao extende Ay ao E inteiro usando (Linearidade): Dado w € E, exprime u
em respeito a base B na forma u = E?Zl o€ onde os escalares o sdo unicas
— 8do as chamadas coordenadas do vetor u, veja (3.1.1). Defina

j=1 j=1

UNICIDADE. Se B € L(E, F) satisfaz (x¢), levando os &; nos f;, entdo B = Ajy.

L o primeiro © é O (B, F) € ooutro Op; para legibilidade nao escrevemos demais subscritos
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Demonstra¢do. Deixamos ao leitor a tarefa simples de checar que Ay definido
acima ¢é linear, ou seja Ay € L(E, F), e é unicamente determinado por (x¢). O

Note-se que Ay nao sé depende da escolha dos elementos f; de F, mas
também da escolha da base B de E. Por isso as vezes escrevemos

Af = Ay
Exercicio 4.1.13. Mostre: os membros dalista f = (f1,..., fn) € F*" formam
a) um conjunto LI de n elementos & Ay é injetivo
b) um conjunto gerando F & Ay é sobrejetivo
¢) uma base de F' & Ay é um isomorfismo (e dim E = dim F)

Se lembra da diferenga entre lista e conjunto? O conjunto X := {f1,..., fu}
dos f;’s nao necessariamente contem n elementos: por exemplo, se escolhe para
cada um membro f; da lista f o mesmo vetor f o conjunto X contem 1 elemento.

Teorema 4.1.14. Seja dim F' finita e B = {&1,...,£,} uma base de E, entdo

U =Ug: F*" — L(E,F)

oA, (4.1.4)

€ um isomorfismo. Lembre-se de (x¢) que Ay € determinado por Ag&; = f;.

Demonstracdo. Segundo Proposigao 4.1.12 é suficiente avaliar TLs numa base.

LINEAR. Segue de Ayr154&; = (af + Bg); = af; + Bg; = A& + LA,
INJETIVO. Suponha Ay = A,. Entéo f; =: A& = Ay€; := g; para todos os j.
SOBREJETIVO. Dado B € L(E, F), defina f; := BE;, Vj. Assim Ay = B. O

Lembre-se do Exercicio 3.1.23 que dim F'*™ = ndim F'. Vamos ver no futuro,
veja Corolario 5.3.9, que isomorfismos preservam dimensoes — o que implica
Corolério 4.1.15. dim £L(E,F) = dim F*" =dim E - dim F
Exercicio 4.1.16. Mostre que dim L(R",R™) = dimM(m x n). Dado um
corpo K, vale analogamente dim £(K", K™) = dim M(m x n; K).

Comentario 4.1.17 (Extensao de TLs). Suponha que em vez de uma base de
E s6 temos um subconjunto X C E LI e com k elementos X = {&1,...,&},
particularmente k = |X| < dim E =: n. Note-se que X é uma base do subespaco
(X). Seja f = (f1,---, fx) € F** uma lista com k := dim(X) = |X| membros.
Conforme Proposicao 4.1.12 isso determina unicamente uma TL injetiva

AT ED(X) = F, Af¢:=f; G=1,...,k)
Entao existe uma transformagao linear
AYE—F

extendendo Af , ou seja a restri¢ao A;}? l(xy € Af . Para construir a extensao

I) estende-se o conjunto LI X a uma base de FE usando o Teorema 3.2.1 (b) e
IT) apensa-se & lista f mais n — k membros.
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4.1.3 O espago dual

Definigao 4.1.18 (O espago dual E*). No caso F = K o espago E* := L(F,K)
é chamado de espago dual de E. Chama-se os elementos ¢ € E* de funcionais
K-lineares em FE ou, no caso K = R, funcionais lineares.

Definicao 4.1.19 (A base dual B*). Na dimensao finita uma base B =
{&,...,&,} de E induz uma base,? a chamada base dual B* := {¢1,...,¢,}

de E*. Como transformacao linear, cada um membro ¢; : E — K é determinado
pelos valores numa base (Proposicao 4.1.12) e a escolha seja essa

6i(E)) 1= 0y 1= {; o (4.1.5)
onde chama-se d;; o simbolo de Kronecker. Equivalentemente

Gi(r€y + -+ anén) ==y (4.1.6)
para ¢ =1,...,n. Note-se que dim E = n = dim E*.
Lema 4.1.20. A base dual B* = {¢1,...,¢0,} € base de E* e dim E* = dim E.

Demonstracdo. Bem definida: Deixamos ao leitor verificar que os membros
¢;: E — R definidos por (4.1.6) sao lineares. Gera: Dado ¢ € E*, denotamos
as imagens dos membros &; da base B de «; := ¥&;, entao a1¢1 + ... an, = .
Com efeito, escrevendo F 3 v =v1& + ..., v,&, como CL na base B, obtemos

Y(v) = Y0161+ + V)
v1Y(&1) + - F v (En)
=via1 + -+ Uy
=d1(v)ar + -+ on(v)a,
= (a1¢1 4+ + anon) v

LI: Suponha que oy + -+ + ¢, = O. Segundo (4.1.6), avaliando no vetor

& obtemos a1 = 0, avaliando em &, . . ., &, obtemos as =0, ..., a,, = 0. O

Exercicio 4.1.21. A expressio geral de um funcional linear ¢ : R3 — R é
o(z,y,2) = ax + by + cz
onde a, b, c sao nimeros reais determinando ¢. Dados os elementos
u=(1,2,3), v=(-1,2,3), w=(1,-2,3),

de R3 determine a, b, ¢ de tal modo que se tenha ¢u =1, pv =0 e pw = 0.

2 Errado na dimensio infinita. Porque? Relembre-se que CL’s sdo somas finitas.
3 A resposta para seu controle: a = —%, b= i, c=0.
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Exemplo 4.1.22 (Funcionais lineares ¢, € E*). Seja E = C°([a, b]) o espago
vetorial real? das funcoes continuas f: [a,b] — R neste intervalo.

(Integracao) A funcio ¢ : E — R definida por

or)= [ yaa
¢ linear e assim ¢ € E*
(Avaliacao) Dado um ponto zg € [a,b], a fungdo ¢ : E — R definida por
¥(f) = flxo)

é linear e assim ¢ € E*.

4.2 Matrizes

Matrizes sao transformacoes lineares

Para ver isso escolhemos uma matriz a € M(m X n;K) e consideramos a
aplicacao
a: K" - K™, xw ax

a qual leva uma lista z € K™ para a lista definida pelo produto matriz
z1
a1 A1n . a11r) + -+ anty,

Aml .-+ Omn : Am1T1 + -+ Gy

Lembrando a notagéo a,; para colunas introduzido em (1.2.3), continuamos

x1
a11 A1n .
=1 ot = (@) | (4.2.1)
Am1 Amn :
Tn
Ae1l Aen

No ultimo passo definimos uma nova notagao a qual vai ser bem 1til. O simbolo
que usamos quer lembrar o produto matriz, para nao precisamos memorizar
mais uma férmula. Na nova notagao é facil ver que alax 4+ fy) = aar + Say
mostrando que a: K™ — K™ ¢ linear, entdao a € L(K™, K™).

4 real’ indica que o corpo sio os ntimeros reais R
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Comentario 4.2.1 (Espago-coluna e -linha). A imagem de uma matriz
Im(a) := {az | € K"} = Esp-col(a) C K™, aeM(imxnK) (4.2.2)

é igual ao espago-coluna como (4.2.1) mostra. Como Esp-col(a) e Esp-lin(a) sdo
fechados sob adicao e multiplicacao, sdo subespacos de K™ e K™. As dimensoes

pc(a) := dim Esp-col(a) = dim Im(a), pl(a) := dim Esp-lin(a)  (4.2.3)
sao chamadas de posto-coluna e posto-linha da matriz a.
Teorema 4.2.2 (Postos linha e coluna séo iguais). pl(a) = pc(a) = dimIm(a)

Demonstragdo. Seja a uma matriz m x n. '<’ Seja p := pc(a) a dimensdo do

espago coluna ¢ X = {1,...,&,} uma base ordenada dele. Usamos a notagao
bie
Se=| ¢
bmé

Assim cada uma coluna a,; ¢ CL em X com coeficientes tnicos ¢;; € K, ou seja

D
ai; > brece;

p
=tae; =&1015 + -+ §pep; = Z&Céj =
Amj =1 Z?:l bmécfj

Isso mostra que a ij-ésima entrada da matriz a é dada por

P
Aij = E biece;
=1

Usamos esta férmula para ver que a i-ésima linha

Aje = [ail cee ain] = [Z?:l bMCZl cee 2157:1 bifcfn]
p
= Z bie [Cu s Cén}
=1 —_—

=:ny€Esp-lin(a)

¢ CL no conjunto das listas 7, . . ., n, de n escalares cada uma. Assim Esp-lin(a)
é contido no subespaco Y gerado pelo conjunto YV := {nx | k = 1,...,p}. Note
que Y contém no maximo p elementos (< p no caso de dobros). Assim

pl(a) := dim Esp-lin(a) < dimY < |Y| < p =: pc(a)

’>’ Usando ’<’ para a transposta obtemos pc(a) = pl(a) < pc(a’) = pl(a). O
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Acima temos verificado que cada uma matriz é uma transformacao linear.
E vice versa?
Escreve as colunas de uma matriz a como lista, ou seja fa = (Ae1,...,3en).
n ) ) )
Agora considere o operador linear Ai definido em (4.1.3) e defina a aplicagao

M(m x n;K) — LK™, K™), ar— A% (4.2.4)
onde " = {ey,...,e,} é a base candnica de K™. Note que A‘}:: = a, com efeito
Agn (*La) . .
7.€i = Qe = ac;, i=1,...,n

e entao lembre-se de UNICIDADE em Proposigao 4.1.12.

Como a aplicacao a — a é obviamente linear e injetivo, sé falta sobrejetivo para
ser um isomorfismo. Dado A € L(K",K™), coloque as listas Aey,...,Ae, €
K™ como colunas de uma matriz, notacio [A].> O leitor pode verificar que
esta matriz [A] é levado ao operador A, em simbolos A‘;’;[A] = A. Isso prova

sobrejetividade.® Deixa nos formalizar esta idéia préximo.

Transformacoes lineares representadas como matrizes

Como temos visto acima uma transformagao linear A : K® — K™ corres-
ponde naturalmente, utilizando as bases canonicas

gnz{elw-wen}y Em:{El,,Em}

a uma matriz [A] € M(m x n;K). Com efeito, seja [Ae;]e, € M(m x 1;K) o
vetor coordenada do elemento Ae; € K™, veja (3.1.2). Usando estes vetores
coordenadas como colunas de uma matriz obtém-se

(4] = (Al = [[Aerlen - [Aenlen] € M(m x m:K)

chamado de matriz da transformacgao linear A: K™ — K™ em respeito
as bases candnicas.

O caso geral de associar uma matriz a a uma transformacao linear A: F — F
entre espagos vetoriais munidos de bases ordenadas U = {&1,...,&.} e V =
{n1,...,nm} serd investigado em grande detalhe na Secdo 7 depois tratar iso-
morfismos e inversas na Se¢do 5.3.1. Sim, as colunas de esta matriz serdo os
vetores coordenadas (3.1.2), com efeito defina-se

a=[Aly = [A&ly. .. [A&),] € M(m x n;K)
Proposigao 4.2.3. A aplicagdo entre espagos vetoriais definido por
1= Henem + LY K™) = M(m x n;K)
A [[Aet]gm ... [Aen]om]

€ um isomorfismo entre espagos vetoriais.

5 Verifique que os membros da lista Ae; sdo as entradas do vetor coordenada [Ae;] em -
6 Alternativamente, vamos ver no futuro que, como as dimensdes sdo iguais e finito, inje-
tividade de uma TL é equivalente a sobrejetividade.
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Demonstragio. Checar linearidade é rotina. Injetivo. Se as matrizes [A] = [B]
sao iguais, os vetores coordenadas [Ae;]c, = [Bej]gm sao iguais, e assim as
imagens Ae; = Be; dos elementos da base sao iguais. Assim A = B segundo
unicidade em Proposicao 4.1.12. Sobrejetivo. Dado uma matriz a, entao a
matriz do operador A?:, veja (4.2.4), é a. O

Exercicio 4.2.4. Mostre que as entradas a;; da matriz a := [A] satisfazem
Ae; = Eray; + -+ Epam; =: EMae;
para cada um elemento e; da base £" e onde £™ = {Fy,..., En}.
Exemplo 4.2.5. Seja A € L(R?,R?) determinado por
A1) =(1,2,3) e A(-1,1)=(1,1,1)

Pede-se a matriz a de A relativamente as bases candnicas.

Uma solugao. Denotamos de €% = {ej,ea} e €3 = {Ey, Ea, E3} as bases
canoOnicas. Precisamos escrever Ae; e Aes como CL’s dos vetores Ey, Fo, B3 e
colocar os coeficientes como colunas da matriz desejada. Sabemos que

A(1,1) = (1,2,3) = (1,0,0) + (0,2,0) + (0,0,3) = [, + 2F, + 3E;
A(1,1) = A((1,0) + (0,1)) = A(e1 + e3) = Ay + Ae,

A(-1,1) = (1,1,1) = (1,0,0) 4+ (0,1,0) + (0,0,1) = Ey + Ey + I3
A(-1,1) = A((—1,0) + (0,1)) = A(—e1 + e2) = —Aey + Aes
Assim temos 2 equagdes lineares inomogeneas para as 2 incégnitas x := Ae; e
y := Aes, com efeito
r+y=F +2F5+ 3FE;
{ —xr+y=F +Fy+ FEj3

Aplicamos escalonamento, adicionando a primeira equacao para a segunda ob-
temos 2y = 2F; + 3Fs 4+ 4F3 e assim a CL

3
y=E1+§E2+2E3

cujas coeficientes formam a segunda (y = Aey) coluna da matriz a := [A]. Use
na primeira equagao para receber os coeficientes da primeira coluna, ou seja

1
r=—y+ (B +2F; +4E3) = 0E; + 3 B2+ 18

Entao a matriz é a seguinte

a=[4]=

== O
DO N =

Com certeza, vai ter outros caminhos como resolver. Acima vemos um.
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Exercicio 4.2.6. Tem-se uma transformacéo linear A : R2 — R* tal que
A(172) = (1v1717_1) € A(374) = (1a17171)
Pede-se a matriz a de A relativamente as bases candnicas.

Exercicio 4.2.7 (Vetores linha e coluna). a) Mostre que a matriz de um fun-
cional linear ¢ € (R™)* := L(R™,R) é uma linha (matriz | x n) da forma

[¢] = [gpel cpen]

b) Mostre que a matriz de uma reta no R™ passando a origem, ou seja R €
L(R,R™), é uma coluna (matriz n x 1) da forma

Ry
(Rl = | :
R,

Lema 4.2.8 (Na dimensao 1 operadores correspondem a escalares). Seja

dimE =1 e A€ L(E), entdo existe um unico escalar o € K tal que o operador
corresponde a multiplicacao com «, em simbolos A = alf.

Demonstragdo. Pegue um elemento nao-nulo ¢ € E. Entdo B := {£} é uma
base de E: Com efeito é LI como £ # O, segundo Comentério 1.3.7 (ii), mas LI
é equivalente a gera segundo Corolério 3.1.19. Como B é base com um elemento
6, todo elemento de E é uma CL em {£}, assim um multiplo escalar de £ com
coeficiente tinico. Entdo E 5 A¢ = o para um tdnico a € K.

Analogamente todo w € F é da forma w = A{ para um unico A € K. Segue que

Aw = A(XE) = MAE = Aa€) = (\a)€ = (V)€ = a(X) = aw = algw

onde usamos varios axiomas do espaco vetorial. Isso prova que A = alg. O

4.3 Dimensao dois — o plano

No plano IT queremos estudar trés tipos elementares de transformagoes line-
ares, nomeadamente

e rotagao Ry por um angulo 6 em torno de um centro O no plano

e projecao ortogonal Pr sobre uma reta L no plano

e reflexdo Sy em torno de uma reta L no plano

Mas o plano II é composto de pontos... Como pode-se dar II a estrutura de
um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros reais R? Como pode-se adicionar
pontos ou multiplicar por nimeros? Nao da.

Mas pode-se adicionar flechas v no plano se consideramos iguais todas as fle-
chas do mesmo comprimento e direcao, veja Exemplo 0.0.1. Mais detalhado duas
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flechas sao consideradas iguais se formam os lados opostos de um paralelogramo
no qual os outros dois lados conectam, respectivamente, os dois pontos iniciais
e os dois pontos terminais. Multiplicagao de uma flecha v com um nimero real
« muda o comprimento pelo fator a, trocando a direcao caso a < 0 é negativo.
Adicionamos duas flechas pondo no ponto termino da primeira flecha o ponto
inicial da segunda, veja Figura 1 na introducao do manuscrito.

Definicao 4.3.1 (O espago vetorial IIp das flechas no plano de ponto inicio O).
Para eliminar a complicacao que, dado uma flecha v, todo ponto p € II nos da
uma flecha equivalente (escolhendo p como ponto inicio), vamos fixar um ponto
do plano, notacao O € II. Neste caso todo ponto p € II representa uma flecha
80: por definigao a flecha correndo de O a p. Vice versa, cada uma flecha em II
é equivalente a uma iniciando no ponto O. Seja

HO = (H, O)

o conjunto das flechas no plano II com ponto inicio O. Identificamos tal flecha
com seu ponto termino p € II. Escrevendo p € II significa que p é um ponto do
plano, escrevendo p € Il significa que p é a flecha correndo de O a p. Para IIp
pode-se verificar os axiomas de um espaco vetorial real sob multiplicacao escalar
ap definida como mudando o comprimento da flecha com ponto termino p pelo
fator a € R e adicao p + ¢ definida pelo paralelogramo gerado, veja Figura 4.3.

Comentario 4.3.2. Note-se que sao em bijecao o conjunto Ilp das flechas no
plano II iniciando no ponto O e o conjunto F' no Exemplo 0.0.1 cujos elementos
sdo flechas v no plano junto com todas flechas equivalentes a v. Adi¢do e mul-
tiplicacao escalar coincidem. Assim os espacos vetoriais F' e Il sao isomorfos.

Comentario 4.3.3 (Sistema de coordenadas ortogonal OXY'). Escolhendo no
plano II dois eixos OX e OY ortogonal um ao outro, notagao OXY, recebemos
uma bijecao linear

o = R?  prs (z,y)

como definida em (0.0.1) e ilustrada na Figura 4.1.

4.3.1 Rotacoes

Seja [1p o plano IT junto com um ponto O € II fixado. Suponha que podemos
medir distancia no plano, assim angulos entre semi-retas do mesmo ponto inicial.
Para os elementos p € IIp (pontos do plano interpretado simultaneamente como
flecha de O ao ponto), denotamos de

e (), o circulo com centro O e passando p, veja Figura 4.2
e /, a semi-reta iniciando em O e passando p (se p = O seja £o := {O})

o /,() a semi-reta obtida pela rotagao de ¢, em torno O pelo dngulo 6 no
sentido contra-horario
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Figura 4.1: Sistema ortogonal de coordenadas OXY no plano II

Figura 4.2: Rotagdo Ry no plano II em torno do ponto O por um angulo 6

Definicao 4.3.4 (Rotacdo). A aplicacao definida por
RQ:HO*)HO, prp(e)ﬂCp
é chamado de rotagao no plano Il em torno de O por o angulo 6.

Comentario 4.3.5 (Preservagao de comprimento e angulos). Como o resultado
da rotagao é localizado no mesmo circulo a distancia de O fica constante. O
angulo ¢ entre duas flechas p,q € Ilp fica constante se aplicamos a rotagao
Ry pelo mesmo angulo # em ambas flechas. aplicar a rotacao Ry pelo mesmo
angulo # em ambas flechas, veja Figura 4.3.

f@? [ j[

Figura 4.3: Preservacao de angulos

Lema 4.3.6. Dado um angulo 0, a rotagdo Ry : Illp — Ilp € linear.
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K
'E,'SILQ E/

Figura 4.4: Rotagao do vetor unitario — coeficientes formam coluna 2 da matriz

Demonstragao. Lembre que os elementos p € Ilp sao pontos do plano visto
como flechas de O a p. O comprimento da flecha é a distancia dos ponto p e O.
Dado p, denotamos ambos, comprimento da flecha e distancia de O, com
o sfmbolo |p|.

PRESERVAGAO DE COMPRIMENTO = MULTIPLICATIVO. Dado um ponto p e um
escalar & € R. Se p = O ou a = 0 temos Ry(ap) = Ry(O) = O = aRy(p). Seja
entdo p # O e o # 0. Segundo preservacao de comprimento obtemos

R
[Bo(ap)] _ lop| =+a entdo |Rep(ap)| = ta|Ry(p)]

|Ro(p)| — Ipl

onde o sinal em +/ — « depende se « é positivo/negativo.

Resta eliminar os absolutos. No caso o > 0 os pontos ap e p estao na mesma
semi-reta, mas rotagdo preserva esta propriedade, assim Rg(ap) = aRy(p). No
caso a < 0 os pontos ap e p estao em semi-retas opostas. Rotagdo também
preserva esta propriedade, assim Ry(ap) e Ry(p) sdo miiltiplos negativos um do
outro. Como |Ry(ap)| = —a|Ry(p)| segue que Rg(ap) = aRy(p).

PRESERVAGQAO DE ANGULOS = ADITIVO. Dado pontos p,q, considere o para-
lelogramo definindo a soma p 4 ¢. Aplicando a rotagao sabemos que Rygp e Rgq
formam o mesmo angulo como p e q. Entdo o paralelogramo gerado por Ryp
e Ryq resulta daquele gerado por p e ¢ através de aplicar Ry. Mas assim a
diagonal Ryp + Ryq resulta de aplicar Ry aa diagonal p + g do paralelogramo
original, em simbolos Rgp + Rgq = Rg(p + q). O

A matriz da rotagao num sistema ortogonal de coordenadas

Conforme a definigao de eixo, veja Comentario 0.0.3, o vetor unitario no
eixo OX é a flecha correndo de O ao ponto X, notacdo E;. Analogamente
denotamos de Ey o vetor unitario no eixo QY

Por definigdo a matriz rg da rotagdo Ry em respeito a base £ := {E1, Fa}
contem como colunas os coeficientes (veja Figura 4.4) de

RyE1 = E1cosf + E5sin 6, RyFEy = —FE;sinf + E5cosf
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Figura 4.5: Projecao ortogonal P sobre a reta L,

Lema 4.3.7. A matriz da rotagao pelo angulo 8 é a matriz real

cosf) —sin 9}

sinf  cosf (4.3.1)

ry ;= [RG]&g = |:

Lembramos que o sistema ortogonal de coordenadas disponibiliza uma cor-

respondéncia IIp ~ R? na qual a base {E;, F»} corresponde & base canonica

g2 = {e1,e2}. Obviamente é mais confortdvel trabalhar com as listas de R2
como com as flechas de IIp. Assim vamos trabalhar no futuro com R2.

4.3.2 Projecao ortogonal sobre uma reta

Trabalhamos no plano identificado com R? mediante um sistema ortogonal
de coordenadas.

Definicao 4.3.8 (Projegao ortogonal). Seja a € R uma constante e seja L, :=
R(1, a) a reta no R? passando a origem O = (0,0) e o ponto (1,a) como ilustrado
na Figura 4.5. Para um elemento v € R? seja (L,): a reta ortogonal a L, e
passando o ponto v. Entao a aplicacao que leva v a intersecao das duas retas

P="Pp, :R> 5 R% v Lyn (L) (4.3.2)

v

é chamado de projecao ortogonal sobre a reta L.

Lema 4.3.9. A projecdo ortogonal P = Py, : R* — R? € linear.

Demonstra¢do. MULTIPLICATIVO. Similarmente como na prova de Lema 4.3.4
discrimina-se trés casos a < 0, (& =0 ou v = O), e & > 0. Vamos tratar o caso
a > 0 e deixar os outros ao leitor. Para o > 0 e v # O obtemos

ol _ Javl _ alel
|Pv|  |Pav| |Paw|

onde temos usado o Teorema do Raio na primeira igualdade. Como |v| # 0
segue, cortando |v|, que |Pav| = a|Pv|. Como Pav e Pv sdo elementos da
mesma (a > 0) semi-reta de Ly, obtém-se Pav = aPv.

ADITIVO. A identidade P(v 4+ w) = Pv + Pw resulta da Figura 4.6. O
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Figura 4.6: A identidade P(v + w) = Pv + Pw

A matriz da projecao ortogonal

Trabalhamos no plano identificado com R? mediante um sistema ortogonal
de coordenadas.

Lema 4.3.10. A matriz da proje¢cao ortogonal sobre a reta L, é dada por

Demonstragao. Lema B.4.1 O

4.3.3 Reflexao em torno de uma reta

Trabalhamos no plano identificado com R? mediante um sistema ortogonal
de coordenadas.

Definicao 4.3.11 (Reflexao). Dado a € R, a aplicacao definida assim

S=25,:R* > R?

4.3.3
v v+ 2(PL,v—v)= (2P, —I)v ( )

é chamado de reflexao em torno da reta L,. Note que S = 2P — I é linear.

Use Proposigao 4.2.3 e a matriz de P para obter a matriz da reflexao em
torno da reta L,, com efeito

1 1—a? 2a

Sq 1= [SLa]:2Pa_ﬂ:m 24 —(1-a?)

Exercicio 4.3.12 (Rotagao, projecao, reflexao).

1. Sejam R,P,S € L(R?) respectivamente a rotacdo de 30° em torno da
origem, a projecao ortogonal sobre a reta y = %x (notagao L%) e a reflexao
em torno da mesma reta.

Dado o vetor v = (2,5), determine suas imagens Rv, Pv, Sv.
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N\t 0N+ Py

Figura 4.7: Reflexao S = 2P — I em torno da reta L,

2. Considere os operadores lineares R? — R? dado por
R = R3po, S = Sr,, P=r,.

(a) Mostre que se tem PS = SP = P.

(b) Verifique a igualdade RSR = S.

(¢) Mostre que R nao comuta com S nem com P.

(d) Determine todos os vetores v tais que RPv =0 e RPv # 0.

3. Encontre a, b, c,d € R tais que o operador

A:R? 5 R?
(z,y) = (azx + by, cx + dy)

tenha como ntcleo a reta y = 3x.






Capitulo 5

Nicleo e imagem

No Capitulo 5 denotamos de F, F' espacos vetoriais
E:(E7+7'7K)v F:(F7+77K)

ambos sobre o mesmo corpo K, e denotamos de A: E — F uma transformagao
linear. Na primeira leitura pense em K = R. As letras m,n denotam niimeros
naturais ou zero.

O primeiro objetivo no Capitulo 5 é associar a uma transformacao linear
A € L(E, F) dois subespagos

N(A) ¢ E - F 5 Im(A)

e relacionar seu tamanho minimo/méximo a injetividade/sobrejetividade de A.
Outros resultados fundamentais sdo os seguintes: Uma transformacao linear A
¢é injetiva se e somente se leva conjuntos LI em conjuntos LI. Sobrejetividade é
equivalente a existencia de uma inversa a direita e injetividade a existencia de
uma inversa a esquerda.

Definigao 5.0.13. Dado uma transformacao linear A € L(E, F) chamamos

N(A):={ve E| Av =0} onicleo de A e
Im(A) :={Av | v € E} a imagem de A

Dado um subconjunto X C E, seja AX := {Az |z € X} aimagem de X sob A.
Lema 5.0.14. Os subconjuntos N(A) C E e Im(A) C F sao subespacos.

Demonstragao. “Im(A) fechado sob +”: Dado dois elementos da imagem, ou
seja Av e Aw onde v, w € E, entao de linearidade Av+Aw = A(v+w) € Im(A).
“Im(A) fechado sob -”7: Se « € K e Av € Im(A), entdo aAv = A(aw) € Im(A).
Deixamos ao leitor provar que N(A) é fechado sob - e +. O

57
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Definicao 5.0.15 (Posto). A dimensao da imagem é chamado de posto de
uma transformacao linear A € L(E, F), em simbolos

posto(A) := dim Im(A)

Lema 5.0.16 (Os dois subespagos naturais — minimo e méximo). Para uma
transformagao linear A € L(E, F) injetividade e sobrejetividade correspondem a

(i) N(A) ={0} <« A € injetivo
(ii) Im(A) =F < A € sobrejetivo

Demonstragdo. (1) “<=” 'C’ Seja v € N(A), entdo Av = O = AO onde te-
mos usado linearidade no segundo passo. Entao segundo injetividade como
as imagens sao iguais, os elementos v = O devem ser iguais. 'D’ Como sub-
espago N(A) contem o vetor nulo. “=" Suponha que sdo iguais as imagens
Av = Aw de dois elementos v, w € E. Entdo O = Av— Aw = A(v—w), e assim
v—w € N(A) = {O}. Entéao v = w.

(ii) “<=” ’C’ trivial. '>’ Dado f € F, como A é sobrejetivo existe um v € E
tal que f = Av. Assim f € Im(A). “=" Seja f € F =Im(A), ou seja f = Av
para um v € E, mostrando que A é sobrejetivo. O

Lema 5.0.17. Seja A€ L(E,F) e X C E, entdo
(X)=EFE = (AX)=1Im(4)

Demonstrag¢ao. C’ Sem usar (X) = F, um elemento f € (AX) é da forma de
uma soma finita f = > a;Ax; = A> cyx; € Im(A) onde x; € X e o € K.

>’ Um elemento f € Im(A) = AE = A(X) é da forma de uma soma finita
=AY cuax; = a;Az; € (AX) onde z; € X e o; € K. O

Como Im(A4) C F é um subespago ja sabemos de Teorema 3.2.1 que sua
dimensao nao é maior daquela de F. E uma surpresa que isso vale para dim F
também. Este fato serd utilizado no famoso Teorema 5.4.1 de nucelo e imagem.

Corolario 5.0.18. VA € L(E, F) vale dimIm(A) < dim E.

Demonstracdo. Se dim E = oo nao tem nada a provar. No cason = dim E € Ny
seja B = {&1,...,&,} uma base de E. Como (B) = E temos (AB) = Im(A)
segundo Lema 5.0.17. Nas outras palavras, o conjunto finito AB = {A¢; | i =
1,...,n} de m < n elementos (possivelmente uns A¢;’s sdo iguais) gera o espago
vetorial Im(A). Entdo dimIm(A) < m < n = dim E segundo Lema 3.1.21. O

Exercicio 5.0.19. Defina operadores lineares A, B : R* — R* como

A($1,$2,$3,...) = (.’)31,0,.’)32,0,.’)33,0,...)

B(l’l,wg,xg,...) = (ZL’Q — 2(E1,$3 —2$2,...).

Determine o ntcleo e a imagem de A e de B.
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Exemplo 5.0.20 (SL). Dada uma matriz a € M(m x n;K) e uma lista b € K™.
Sao equivalente os seguintes:

O sistema linear (SL) de m equagoes a n incégnitas

ap1ry + -+ apr, = b

Am1T1 + -+ QT = by
admite uma solugao x = (z1,...,z,) € K.
222 O vetor b 6 CL das colunas A1, - ., aen da matriz a; veja (1.2.3)

2 . . -
<= b € Im(a) considerando a matriz como transformagao linear a: K* — K™

3
< (Ae1,---,qen, D) = (Ae1,...,20n)

Equivaléncia 2: Isso é o fato que a imagem de uma matriz é o espago-coluna,
ou seja o conjunto de todas as CLs das colunas da matriz.

Equivaléncia 3: “=” Se b é CL das colunas a igualdade é trivial. Caso geral:
Como as colunas {a., .. ., ae, } geram Im(a), b € Im(a), e Im(a) é um subespago
obtemos a primeira identidade

Ael,---,Aen,b) =Im(a) = (af™) = (aey, ..., ae,
(ae1 ) (a) = (ag") = (aes )
Ael Aen

Identidade dois segue do Lema 5.0.17 com a base canénica £" de K.
“<” A identidade fala que b é CL das colunas a.; = ae; € Im(a), entdo b €
Im(a) porque Im(a) é um subespaco e assim fechado sob adigao.

Exercicio 5.0.21. Seja A : R* — R? dada por:

(z,y,2,t) = (x+y+ 2+ 2tz —y+ 22,40+ 2y + 5z + 6t) .
Encontre b € R? que ndo pertenca a imagem de A. Com b, exiba um sistema
linear de 3 equacoes e 4 incégnitas sem solucao.

5.1 Sobrejetividade — inversa a direita

Defini¢ao 5.1.1. Dado A € L(E, F), uma transformagao linear B € L(F, E) é
chamado de uma inversa a direita de A se a composicao satisfaz AB = Ip.

Exemplo 5.1.2 (Geralmente inversas a direita ndo sao unicas). Sejaa € Re
AR = R? (z,y,2) — (z,9), B, :R?* % R® (2,9) — (z,9,ax).

Entao AB, = Iz para cada um a € R, mas B, # By, caso a # b.
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Teorema 5.1.3. Suponha A € L(E, F) onde m :=dim F < co. Entdo
A admite uma inversa a direita & A sobrejetivo

Demonstra¢do. “=" Dado uma inversa a direita B de A, entao Vf € F vale
ABf = Ipf = f. Assim para todo f € F existe um v € E, com efeito v := Bf,
tal que Av = f. Mas isso significa que A é sobrejetivo.

“«<” Usamos sobrejetividade de A para construir explicitamente uma inversa a

direita de A. Escolha uma base ordenada Y = (91,...,nm) de F e, usando so-
brejetividade, uma lista v = (v1,...,vm,) de m elementos de E tal que Av; = n;
paraj = 1,...,m. Lembramos de (4.1.4) que a lista v nos da uma transformagao

linear B, : F' — E unicamente determinado pelos valores B,n; := v; nos mem-
bros da base ). Resta checar AB, = Ir: Escrevendo f € F' como CL tnica na
base ), ou seja f = Zj Bjn;, e usando linearidade de B, e de A obtemos

AB,f = AB,> B :AZBJ'&J/@:ZBJ'AW =Y Bm=1
j j j j

v
Note-se a soma € finita porque temos exprimido f como uma CL. O

Exercicio 5.1.4. (a) Mostre que {0} e o préprio R sdo os tinicos subespagos
de R.

(b) Seja E um espago vetorial sobre o corpo R. Mostre que f € L(E,R) é
sobrejetivo ou igual a zero.

(¢) Mostre que a derivagdo D : P, (R) = Pr_1(R), p(z) — d%p(x), é sobreje-

tiva.
(d) Mostre que a derivagio D : C°(R) — C=(R), f(z) — =L f(z), é sobreje-
tiva.

(e) Encontre uma inversa a direita J : P,,_1(R) — P, (R) para a derivagdo D
em iii).

5.2 Injetividade — inversa a esquerda

Teorema 5.2.1. Dada uma transformacgao linear A € L(E, F), entdo
A injetivo & A leva conjuntos LI em conjuntos LI

Demonstra¢do. “=" Seja A injetivo e X C F um subconjunto LI. Pegue ele-
mentos Axy,...,Axy; € AX na imagem e suponha que uma CL deles representa
o vetor nulo, ou seja O = a1 Axy + -+ + apAzy = A(ayzy + -+ - + apxy) onde
0s «;’s sdo escalares. Como A é injetivo, equivalentemente N(A) = {O} se-
gundo Lema 5.0.16, segue que a1y + - - + apxy = O. Como X é LI segue que
a; = -+ =ay =0 e isso prova que o subconjunto AX C F é LI.

“<” Sejav € E. Se v # O, entdo o subconjunto {v} C E é LI segundo
Comentdrio 1.3.7 (ii). Assim {Av} C F é LI como A leva LI em LI segundo
hipotese. Assim o vetor Av nao pode ser nulo. Temos provadov # O = Av # O.
O contra-positivo entao diz que Av = O = v = 0. Assim N(A4) = {O}. O
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Corolario 5.2.2. Se A € L(E, F) € injetivo, entdo dim E < dim F.

Demonstra¢do. Se dim F' = co nao tem nada a provar. Seja m := dim F' € Ny.
Seja B = {v1,...,v;} um subconjunto LI de E, entdo como A leva LI em LI
segundo Teorema 5.2.1, o conjunto AB = {Avy,..., Avg} é LI em F e por isso
(Coroldrio 3.1.18) ndo pode conter mais elementos como dim F', em simbolos
k= |B| = |AB| < m. (Como A ¢ injetivo vale |B| = |AB|.) Analogamente
a prova da parte (a) de Teorema 3.2.1 um subconjunto B, C FE LI com o
numero maximo n (< m) de elementos gera E e assim é uma base de E. Assim
dimE := |B,|=n<m:=dimF. O

Exemplo 5.2.3 (Aplicagdo). Nao existe nenhuma transformagao linear A :
R* — R? a qual é injetiva.

Definicao 5.2.4. Dado A € L(E, F), uma transformacéao linear B € L(F,E) é
chamado de uma inversa a esquerda de A se a composigao satisfaz BA = [.

Exemplo 5.2.5 (Geralmente inversas & esquerda nao sao unicas). Sejaa € R e
AR5 R3, (x,y) — (2,y,0), B, :R3* 5 R%  (2,9,2) = (z + az,y).

Entao By A = Ig2 para cada um a € R, mas B, # By, caso a # b.

Teorema 5.2.6. Suponha A € L(E,F) onde dim E,dim F' < co. Entdo

A admite uma inversa a esquerda B & A injetivo

Demonstragdo. “=" Se Au = Av, entdo BAu = BAv. Mas BA =1, dai u = v.
“<” Como a dimensao n := dim E é finita, escolha uma base X = {&1,...,&,}
de F. Baseado na injetividade de A, segundo Teorema 5.2.1, o conjunto das ima-
gens {A&y, ..., A&, } é LI em F e pode ser estendido, segundo Teorema 3.2.1 (b)
usando dim F' < oo, para obter a base B := {A&,..., A&, m,..., i}t de F.
A lista w = (&,...,6,,0,...,0) € EX("*F) determina B, € L(F,E) se-
gundo (4.1.4), ou seja B, (A;) = & e Byn; := O. Escreve v € E como CL
Unica v = ZZ «;&;. Entao usando linearidade de A e de B,, obtemos

By Av = BwAZaifi = Za BuwAé =v = Igv
1 (3 g'i

para cada um v € F. O

Exercicio 5.2.7. Determine uma base para a imagem de cada uma das trans-
formacoes lineares abaixo e indique quais sdo sobrejetivas.

(a) A:R? = R? (z,y) = (z —y, 2 — y);

(b) B:R* = R* (z,y,2,t) = (x+y,z+t, 2+ 2,y +1);
(c) C:R® = R3 (2,y,2) — (x—i—%y,y—&—%z,z—&—%x);
(d) D: M(2x2) — M(2x2),X s [(1) ﬂ X;

(e) E:Pp(R) = Ppi1(R),p = p(x) — ap.
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5.3 Bijetividade — inversa

Definigao 5.3.1 (Inversa). Chama-se uma transformacao linear A : F — F de
invertivel se A admite uma inversa & esquerda B € L(F, E) e uma inversa a
direita C' € L(F, E). Neste caso B = C,! denotado A~!, é dito a inversa de A.

Exercicio 5.3.2. Sejam A € L(E,F) e B € L(F,G) invertiveis, mostre que
a) a inversa de A (se existasse) é unica

) (A7)t =4

) (BA)"l=A4"1B"!

) (

aA)~! = a7 A1 para escalares ndo-nulos a € K\ {0}

=3

C

oL

5.3.1 Isomorfismos

Definic¢ao 5.3.3 (Isomorfismo). Um isomorfismo (entre E e F') é uma trans-
formagao linear A : E — F a qual é bijetiva (injetivo e sobrejetivo). Neste caso
se diz que E e F' sao espacos vetoriais isomorfos, simbolo F ~ F.

Para aplicagoes gerais bijetividade é equivalente a existéncia da aplicagao
inversa (a qual claramente herda bijetividade). E interessante observar que se a
aplicagao bijetiva é linear a aplicagao inversa nao sé existe mas herda linearidade.

Proposicao 5.3.4. Seja A € L(E, F), entdo
A isomorfismo & A € invertivel
Demonstra¢do. “=" Definimos o candidato B para ser a inversa de A assim
B:F—E, f—Bf:==v (5.3.1)

onde v é o tnico elemento de E com Av = f (existéncia: A sobrejetivo, unici-
dade: A injetivo). A aplicacao definida B é linear: Sejam f, g € F, denotamos
v:= Bf ew := Bg. Entdao Av = f e Aw = g e como A é linear obtemos
Alv+w) = Av+ Aw = f+g, entdo B(f+g) = v+w = Bf + Bg. Deixamos ao
leitor verificar que B(af) = aBf. Também tem a propriedade de ser inversa a
direita e esquerda, com efeito para v € E denota f := Av, entao

ABf=Av=§f  BAv=DBf=v

“<” Suponha que A admite a inversa A=! : F — E. Entdo A~! é inversa a
direita e & esquerda de A. Assim A é sobrejetivo e injetivo segundo os Teore-
mas 5.1.3 e 5.2.6. Mas bijetivo e linear significa isomorfismo. O

Corolario 5.3.5. Dado isomorfismos E A5 G, entdo composicio BA e
maltiplos A sdo isomorfismos para todos os escalares ndo-nulos o # 0.

1 Com efeito B = Blp = B(AC) = (BA)C = IyC = C.
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Demonstracao. Proposicao 5.3.4 e Exercicio 5.3.2. O

Exercicio 5.3.6 (Isomorfismo ¢é relacao de equivaléncia). Mostre que isomor-
fismo '~ é uma relagao de equivaléncia no conjunto de todos os espacos
vetoriais: ou seja, mostre que sao satisfeitos os trés axiomas seguintes

E ~ F para cada um espago vetorial (reflexividade)
' ~F = F~F (simetria)
EFE~FeF~G = E~G (transitividade)

Teorema 5.3.7. Dada uma transformagao linear A € L(E, F), entdo
A bijetiva (isomorfismo) < A leva uma base de E numa base de F

Demonstracdo. “=" Seja A um isomorfismo e B uma base de E. Resta mostrar
que o conjunto AB é LI e gera F. LI segue de Teorema 5.2.1 (uma TL injetiva
A leve LI em LI) e como B gera E o Lema 5.0.17 diz que (AB) = Im(A) = F
onde a segunda identidade é a sobrejetividade de A.

“<=” Dado um base B de F, entdao AB é uma base de F' segundo a hipdtese.

A INJETIVO (N(A) = {O}): Suponha v € E e Av = O. Escrevemos v como CL

V= Zfiq) ;&; de elementos &; da base B. Entéao
O=Av=A ;G — OZiAi
2otim 2l
€

Como AB é um conjunto LI todos os coeficientes a; = 0 se anulam. Assim
v = O o que mostra que N(A) = {O}.

A SOBREJETIVO: Segundo hipétese AB é uma base de F. Dado f € F, escre-
vemos f como CL f = Zf(:fl) B;AE; de elementos AE; da base AB. O elemento
de E definido por v :=}_, 8;; satisfaz Av =A%, 8;§; =, B;A§; = f. O

Corolario 5.3.8. Um espaco vetorial E sobre um corpo K e de dimensao n € Ny
€ isomorfo a K".

Demonstragdo. Escolha uma base B = {£1,...,&,} de E e defina a aplicagéo
A : K" — E na forma (ai,...,a,) — Y., a;&. Note-se que A ¢é linear e
que Ae; = A(0,...,0,1,0,...,0) =1-&; = ¢&;. Assim A leva a base candnica
AE™ = B na base B, entdo A é um isomorfismo segundo Teorema 5.3.7. O

Corolario 5.3.9. Sejam E e F espagos vetoriais sobre um corpo K e de di-
mensdes finitas, entdo

E~F & dim F = dim F’

Demonstra¢do. “=" Seja A: E — F um isomorfismo e B uma base de E. Entao
AB é base de F segundo Teorema 5.3.7. e |B| = |AB| como A ¢ bijetivo. Dai
dim E := |B| = |AB| =: dim F.

“<” Corolario 5.3.8 da dois isomorfismos F ~ K4mF — RdimF ~ p O
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Exemplo 5.3.10. O espago vetorial S(n) das matrizes n x n simétricas e o

. PN . . 1 ~
espago vetorial Pum+1) , dos polindmios de grau menor ou igual % —1sdo0
2

isomorfos. Com efeito as dimensoes sao iguais — segundo Exercicio 3.2.4 (c) e
Exemplo 3.1.22 (b) — e assim Coroldrio 5.3.9 aplica.

Exercicio 5.3.11. Dado A € L(FE) onde dim E < oo, defina

Ta: L(E) = L(E)
X— AX

Prove que T4 € linear e que T4 é invertivel se, e somente se A é invertivel.
Mesmo problema com S4(X) := X A.

Exercicio 5.3.12. Estabeleca um isomorfismo entre o espaco vetorial das ma-
trizes reais simétricas n X n e o espago das matrizes reais triangulares inferiores
(aij =0se1< ])

Idem entre as matrizes anti-simétricas e as triangulares inferiores com diagonal
nula.

Exercicio 5.3.13. Sejam FE, F' espacos vetoriais tais que dim £ < dim F' < oco.
Prove que existem A € L(E,F) e B € L(F,FE) tais que A ¢é injetiva e B é
sobrejetiva.

Exercicio 5.3.14. Sejam E, F espagos vetoriais (de dimensao finita ou infinita).
Sejam A € L(E,F) e B € L(F,E) tais que AB ¢ invertivel.

(a) Prove que A é sobrejetiva e B é injetiva.

(b) Se AB e BA sao invertiveis, prove que A é invertivel.

5.4 Teorema de nicleo e imagem

Teorema 5.4.1 (Teorema de nicleo e imagem). Para uma transformacgao linear
A: E — F com dominio E de dimensdo finita n vale

dim £ = dimN(A) + dimIm(A)

Demonstragdo. Segundo Lema 5.0.14 os conjuntos N(A) e Im(A) sdo subespagos
de E e F, respectivamente. Segundo Teorema 3.2.1 (c) e Corolério 5.0.18 temos

k:=dimN(A) <dimFE =:n < o0
¢:=dimIm(A) <dimE =:n < o0

Escolha uma base ordenada (&1, ...,&;) de N(A) e uma (Avy, ..., Avg) de Im(A).
Resta mostrar que

B:= (&, &k, v,y V)
é uma base de E, porque neste caso dim E = k + ¢ = dimN(A) + dim Im(A).
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B é LI. Suponha que uma CL em B representa o vetor nulo, ou seja
aréy + -+ opbp + Prvr + -+ Beve = O

Resta mostrar que todos os coeficientes se anulam. Aplique A usando linearidade
e que &; € N(A) para obter

ay A&y +- -+ A§ +81Av + - + BrAvy = O
O O

Entao 81 = -+ = B¢ = 0 porque toda CL no conjunto LI {Avy,..., Avp} e
representando o vetor nulo tem todos coeficientes nulos. Neste caso a primeira
identidade simplifica-se para a1&; + -+ - + apép = O. Mas os &;’s formam uma
base, entao um conjunto LI, assim os coeficientes se anulam a; = --- = a = 0.
B gera E. Dado v € FE, temos que exprimir v como CL em B. Como temos
uma base de Im(A), escrevemos Av € Im(A) como CL Av = 1 Avi+-- -+ BeAve
com coeficientes tinicos 5;. Mas isso nos da um elemento w do ntcleo

A= Py — - = Beve) = O

=w

Exprimindo w como CL na base do niicleo, com coeficientes tnicos «;, obtemos
ar§i+- - taplp =w=v— vy — - — By
Assim temos exprimido
v=o18 + o+ apbe + five + -+ Bewe
como CL em B. O

Corolario 5.4.2. Para uma transformacao linear A: E — F entre espacos
vetoriais da mesma dimensao finita n = dim E = dim F' sdo equivalente

A injetivo & A sobrejetivo (& A isomorfismo)
Demonstracao. Da hipotese da mesma dimensao e do Teorema 5.4.1 sabemos
dim F = dim E = dim N(A) + dim Im(A)

Injetividade (equivalente a N(A) = {O} segundo Lema 5.0.16) implica dim F' =
dim Im(A), entdo F' = Im(A) (sobrejetividade) segundo Teorema 3.2.1 (d). Vice
versa, sobrejetividade (F' = Im(A)) implica N(A) = {O} (injetividade). O

Exercicio 5.4.3 (Errado na dimensdo infinita). Considere os operadores line-
ares A, B: R — R dado por empurrar todos os membros por um lugar

Az, o, 23,...) = (0,21, 22, T3,...)
B(x1,x2,%3,...) := (22, x3,...)

Mostre que A é linear e injetivo, mas nao é sobrejetivo, enquanto B é linear e
sobrejetivo, mas nao é injetivo,
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Corolario 5.4.4. Na mesma dimensao finita n = dim F = dim F' ser inversa
a esquerda € equivalente a ser inversa & direita, em simbolos para A € L(E, F)
e B € L(F,E) sao equivalentes

BA=1Ig = AB = Ip
No todo caso A é invertivel com inversa A~ = B = C.

Demonstracao. Temos as trés equivaléncias

dB e L(F,E): BA=1Ig

& A injetivo

< A sobrejetivo

< 3dC e L(F,E): AC =1Ir

segundo respectivamente os trés resultados Teorema 5.2.6, Coroldrio 5.4.2, e
Teorema 5.1.3. Mas neste caso C' = B e este operador é a inversa de A como
mostrado na Defini¢ao 5.3.1. O

Exemplo 5.4.5. Dado uma lista ndo-nula o € R™ \ {O}, o subconjunto
Hy :={2 € R" | po(x) := 11 + - -+ + apzy, = 0} = N(po) C R”
é chamado de hiperplano e foi introduzido no Exemplo 2.1.8. J4 sabemos que
dimH,=n—-1

como no Exemplo 3.0.11 d) temos visto uma base composto de n — 1 elementos.
Um camino alternativo para calcular a dimensao é do ponto da vista como
nucleo do funcional linear ¢, : R™ — R. O Teorema 5.4.1 diz que

dimR" = dim N(p,,) + dim Im(p,)
=n H =1
Resta ver que Im(p,) = R. O subespago Im(p,) de R néo é o trivial {0} porque
Yo =ai 4+ -+ a2 > 0 é nao-nulo como a # (0,...,0). Entao Im(p,) deve
ser o outro subespago de R, o R mesmo, veja Exercicio 2.1.4.



Capitulo 6

Soma direta e projecoes

No Capitulo 6 denotamos de
F,G,HCE

subespagos de um espago vetorial F sobre um corpo K. Na parte das involugoes
precisamos as vezes que 1 + 1 # 0 em K, veja Corolario 1.1.20. (Vale para
K = Q,R,C, nao para Zs.) O objeto central do nosso interesse serd o conjunto

SC=SC(E):={(F,G)| F&G = E}

composto de pares (F,G) de subespagos complementares de F no sentido
que o par decompoe E = F @ F como soma direta.

O nosso objetivo serd relacionar o conjunto SC(E) bijetivamente com duas
classes de operadores lineares em E — os subconjuntos de L(F) dados por

P=P(E):={P|P?*=P} “nrojecoes em B
IT=1(E):={S|5*=1Ig} “Involucées em E7
Ambas condigoes fazem sentido no contexto geral de uma aplicagao s: X — X

num conjunto X. Para nos sdo relevantes as involugées (s? = id). Temos trés
involugdes naturais (i) de trocar os membros

1:8C—S8C, (F,G)w (G,F)

(ii) de mudar o sinal®
c:IT—-7Z, S—-S
e (iii) de tomar diferenca com o operador identidade

§:P—=P, P—I-P

Com efeito (I — P)? = I? — 2P + P?2 = [ — P, assim realmente é uma projecio.
Capitulo 6 é ilustrado na Figura 6.1. E comum indicar injetividade de uma
aplicacao com tal flecha f : X — Y, sobrejetividade com tal flecha f: X — Y.

1 Na verdade —S é o inverso aditivo de S € L(E) e o inverso do inverso é a identidade.
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Figura 6.1: Conjuntos SC dos subespacos complementares, P das projecoes, e
7 das involugoes lineares — a diagrama das seis bijecoes é comutativa

Preparacgoes e lembrancas

Definicao 6.0.6 (Pontos fixos e anti-fixos). Dado um conjunto X e uma
aplicagdo r : X — X. a) Um elemento z € X tal que r(x) = x chama-se
um ponto fixo de 7. O conjunto dos pontos fixos de r satistaz Fix(r) C Im(r).

b) Se X é um espago vetorial denotamos de aFix(r) o conjunto de todos os
pontos anti-fixos x de r, ou seja r(z) = —z.

E facil — e instrutivo — checar que para aplicagoes idempotentes num conjunto
X os pontos fixos ja formam a imagem inteira, em simbolos

r?=r = Fix(r) = Im(r) (6.0.1)

Para aplicagoes idempotentes é recomendavel — geralmente ajuda bastante o
entendimento — trabalhar com Fix(r) em vez de Im(r).

Exercicio 6.0.7. Se B € L(E), entao Fix(B), aFix(B) C F sao subespagos.

Produto cartesiano e soma

Lembre-se do Exercicio 3.1.23 que o produto cartesiano G x H de dois espagos
vetoriais sobre um corpo K é um espago vetorial sobre K de dimensao

dim(G x H) = dim G + dim H

Dado dois subespacos G, H, sera til relembrar da Segao 2.3 a soma ordindaria
G + H e a soma direta G & H deles. Se G, H sao de dimensao finita vale a
férmula (3.2.1) a qual diz que

dim(G + H) = dim G + dim H — dim(G N H) (6.0.2)

Exercicio 6.0.8. Seja ' um espago vetorial com subespagos de intersecgao
trivial GNH = {O}. Prove que S : G x H - G® H, (9,h) — g+ h, é um
isomorfismo (linear, injetivo, sobrejetivo).
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6.1 Projecoes

Definigdo 6.1.1. Os operadores lineares idempotentes P? = P € L(FE) sdo
chamados de as projecoes de . Um par de subespacgos complementares
de E é um par (F,G) de subespagos decompondo E no sentido que F& G = E.

Lema 6.1.2 (Caracterizagao de projegao). Seja P € L(FE), entdo

a) YveIm(P): Pv=vw Im(P) = Fix(P)

P projecio de & &
proyes {b) E =Im(P)®N(P) “par complementar”

Demonstra¢io. “=" Suponha P? = P. a) J4 sabemos de (6.0.1) que Im(P) =
Fix(P). b) Intersecgao trivial: seja v € Fix(P) @ N(P), entdo O = Pv = v.
“<” Se v € E, entdo Pv € Im(P) = Fix(P), assim P?v = P(Pv) = Pv. O

Definicao 6.1.3 (Projegao sobre F paralelamente G). Seja (F,G) um par de
subespagos complementares de E, escrevav € E = F & G na formav = f+g¢
com unicos elementos f € F e g € G, veja Teorema 2.3.4. A aplicagdo dada por

PF,G E— E| Ui—>f (611)
é chamada de projecao de E sobre F' paralelamente G.

Lema 6.1.4. A aplica¢io P := Pp definida acima € uma projecao de E. E
imagem (os pontos fizos) e nicleo sdo dados por F' e G, em simbolos

F = Im(PF,G) = FiX(PRG), G = N(PF,G) (612)
Além disso Pg.p = I — Pr .

Demonstragio. Sev = f+ge® = f+§, entdo v+ = f+g+f+§ = f+f+g+7.
LINEAR: Assim P(v+9) = P(f+ f+g9+§) = f+ f = Pv+ Pi. Como
av = a(f +g) = af + ag obtemos P(av) = P(af + ag) = af = aPwv.
IDEMPOTENTE: Vale P2v = P(P(f +g)) = Pf = f = Pv.

Im(P) = F: 'C’ 6bvio 'D’ dado f € F, entdo Pf = f.

N(P)=G: C’ para f+g=v € N(P) vale O = Pv = P(f +g) = f. Assim
segue que v = g € G. D’ para g € G vale Pg = P(O +g) = O.

IDENTIDADE: Por(f+9)=9=(f+9)—f=1e(f+9) - Prc(f+g9) O

Teorema 6.1.5. A seguinte aplicacdo é uma bijecao
SC = {pares de subespagos complementares de E'} LA {projecées em E} =P
(F, G) — PF,G
com inversa x: P+ (Im(P),N(P)). Util lembrar: Im(P) = Fix(P)

Note-se que o subconjunto P C L(E) composto das projegdes P de E nao
¢ um subespaco, por exemplo (aP)? = a?P? = o?P # aP caso a® # a € K.
Entao nao faz sentido falar sobre linearidade da bijegao 1.
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Demonstra¢do. INJETIVO. Suponha Ppg = Pﬁé, entao aplique Lema 6.1.4
duas vezes para obter as identidades I = Im(Pr,¢) = Im(Pp ) = F e analoga-
mente G = N(Pp¢) = N(Pp ) = G.

SOBREJETIVO. Dado uma projecao P em FE, Lema 6.1.2 diz que o par definido
por (F,G) := (Im(P),N(P)) é um par de subespagos complementares. Resta

mostrar que P = Py (p)N(P) = Y(F,G). Dado w € E, Lema 6.1.2 diz que
w = f + g para tnicos elementos [ € Im(P) = Fix(P) e g € N(P). Entéo vale

Pinepyxpyw = f =" Pf=Pf+ O = P(f +g) = Pu
Py

INVERSA. Dada uma projecao P em FE, no item anterior temos visto que
P = Piypynp) = % (Im(P),N(P)) = o (x(P))
Vale x (¢(F,G)) = (Im(Pr.c),N(Prq)) = (F,G) segundo Lema 6.1.4 . O

6.2 Involucoes

Definigao 6.2.1. Um operador linear S € L(E) cujo quadrado S%? = Ig é a
identidade chama-se de involugao de E. Involucoes sao isomorfismos.

Com efeito, a condicio S? = I para ser uma involucdo implica injetivo e
sobrejetivo. Como o nicleo sempre é minima N(S) = {O} e a imagem sempre
¢ mixima Im(S) = F estes dois subespagos ndo sao tdteis, ndo — em contraste
ao caso de projecoes. Os lugares deles como par de subespagos complementares
ocupam, no caso de involugoes, os subespagos dos pontos fixos e anti-fixos

F :=Fix(9), A := aFix(95)
A vinculagao entre projegoes P e involugoes S, além de dar decomposigoes
Im(P)oN(P)=E=F® A
é a igualdade S = Pr 4 — P4 r baseada na identidade

Im(P) = Fix(P)

Nosso trajeto serd assim: Suponhamos agora que 2 :=1+1 # 0 em K, veja
Corolério 1.1.20. Primeiro mostramos que a féormula estabelecida na dimensao
2 para a reflexdo em torno de uma reta, veja (4.3.3), nos da uma bijegao

p:P—1I, Pw—2P—Ig

entre projecoes e involugbes com inversa S — %(I g+ 5). Caracterizamos in-

volugoes em termos de subespagos complementares com a composicao de bijecoes
d)::pOi/}:SC—)I, (FyG)*_}p(PF,G):PF,G*PG,F :ISF,G

Todo é compativel no sentido que é comutativa a diagrama das 6 bijecOes na
Figura 6.1.
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Lema 6.2.2 (Caracterizagao de involugao). Seja S € L(E), entdo
S involugao de E < E =Fix(S) @ aFix(S) “par complementar (F, A)”
—— ——
=F =:A
Além disso uma involugao S € da forma S = Prp s — Pa F.

Demonstragio. “=" Cada um elemento z € Fix(S)NaFix(S) é nulo porque x =
Sz = —x. Os elementos v € E sao da forma v = Pv+Qu onde Pv := $(v+ Sv)
e Qu:= (v — Sv). Mas 5? = I implica S(Pv) = Pv e S(Qv) = —Qu.

“<” Como E = Fix(S) @ aFix(S) os elementos v € E sdo da forma v = f + a
para unicos elementos f € Fix(S) e a € aFix(95), veja Teorema 2.3.4. Como S
¢ linear obtemos

S%0 = S(S(f+a))=S(Sf+Sa)=S(f—a)=Sf—Sa=f+a=v
para todos os v € E. “S = S 4”7 Escrevendo v € E como v = f + a obtemos
Sv=8(f+a)=Sf+Sa=f—a=Ppav— Psrv
segundo Defini¢ao 6.1.3. O

Involugoes e projecoes
Teorema 6.2.3. Seja 1+ 1 # 0 em K. A seguinte aplicagdo € uma bije¢ao

p: P = {projecoes em E} — {involugoes em E} =T
P—2P—Ig=:Sp

V=n: S 2(Ip+S). As projecies v(S) e v(—5), ou seja

P:=1(Ig+S), Q:=i(Ig-29)
satisfazem P+ Q =1Ig e P—Q = S.

Demonstragio. Seja I = Ip. BEM DEFINIDO. (2P —I)? =4P%? —4P + 1 = 1.
INJETIVO. Suponha 2P — I = 2P — I, adicione —I para obter 2P = 2P. Entao
P = P segundo Corolério 1.1.20.

SOBREJETIVO. Dado uma involugdo S em E, defina P :=~(S) = (I +5) para
obter p(P)=2P—-I=(I+S5)-I=5.

INVERSA. Dada uma involugdo S em F, no item anterior vimos que S = p(y(S5)).
De outro lado v(p(P)) = y(2P — 1) = 1 (I+ (2P - 1)) = P. O

com tnversa p-

Involugoes e subespagos complementares

Definigao 6.2.4 (Involugdo/reflexo em torno de F' ao longo G). Seja (F,G)
um par de subespacos complementares de E, escreva v € E = F' @ G na forma
v = f+ ¢ com tnicos elementos f € F e g € G, veja Teorema 2.3.4. A aplicagao

Spyg = PF,G *PG,F: EF—FE

é chamada de involugdo (ou reflexdo) de E em torno de F ao longo G.
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Vamos justificar chamar Sg ¢ de involucao em torno de F' ao longo G:

Lema 6.2.5. A aplicacdo Sp,¢ definida acima é uma involugdo de E. Os pontos
fizos e anti-fizos contém F e G, em simbolos

F C Fix(Srq), G C aFix(Sr.q) (6.2.1)
Valem igualdades nos casos dimE < 0o ou14+1# 0 em K.

Ter igualdades em (6.2.1) é importante para consisténcia: como Sp ¢ euma
involugao o Lema 6.2.2 aplica e fala que Src = Skix(Sp.q).aFix(Spe). Entao
espera-se igualdade dos pares (F, G) = (Fix(Sr.q), aFix(Sr.q)).

Demonstragio. Dado v € E, entao J!If € Fe 3lg € G tal que v = f +g.
Linearidade: E ébvio como Sr,g ¢ soma de dois operadores lineares.
S2 = Ig: Usamos a defini¢io de S := S e Lema 6.1.4 para obter

S*v =S ((Pra — Par)(f+9))
=S(f—9)
= (Prc — Pa.r) (f — 9)
=f—(=9)
=0
G = aFix(SF,g): Como aFix(Sr ) = Fix(Sq, r) o préximo item aplica.
F = Fix(Spg): 'C Seja f € F. Como F = Im(Ppqg) = Fix(Prg) e
F =N(Pg,r) obtemos Sf = Praf — Parf=f.
'D>’Caso 14+ 1 # 0 em K: Escreva z € Fix(S) C F unicamente na forma
xr=f+gonde fe€ FegeG. Entao
f+rg=az=Sr=Prc(f+9)—FPer(f+9)=f—yg
Assim g + g = O. Segundo Corolario 1.1.20 obtemos g = O. Entdo z = f € F.
’>’ Caso dim E < co: Como (F,G) € SC e segundo Lema 6.2.2 (5% = If)
F @ G = E = Fix(S) @ aFix(S)
Entao aplicando a férmula (6.0.2) a cada uma soma direta nos da as igualdades

dim F' + dim G = dim E = dim Fix(S) + dim aFix(5)

Como 0 < dimF < dimFix(S) e 0 < dimG < dimaFix(S) segundo Teo-
rema 3.2.1 (c), as dimensdes devem ser iguais, ou seja

dim F' = dim Fix(S5), dim G = dim aFix(5)

Mas, segundo Teorema 3.2.1 (d), inclusdao com a mesma dimensao implica igual-
dade, assim F' = Fix(S) e G = aFix(S). O

Exercicio 6.2.6. Faca um desenho de E = R? com dois subespacos F # G de
dimensao 1. Ilustre para varias escolhas de v € E, F, G a imagem S v usando
os vetores (pensa em flechas) Ppgv e —Pg puv.
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6.3 Exercicios

Seja E um espago vetorial sobre um corpo K.

1. No plano R?, considere as retas Fy e F, definidas respectivamente pelas
equagoes iy = ax e y = bz, onde a # b sdo nlimeros reais.
(a) Exprima v = (x,y) € R? como soma de um vetor de F; e um de Fj.

(b) Seja P = Pp, g, € L(R?) a projegao sobre F; paralelamente a Fj.
Obtenha a matriz [P] de P.

(c) Encontre a matriz [S] da reflexdo S = Sk, p, : R? — R? em torno
da reta F5, paralelamente a Fj.

2. Exprima v = (2,y,2) € R? como soma de um vetor do plano Fj, cuja
equacao é x +y — z = 0, com um vetor da reta Fb, gerada pelo vetor
(1,2,1). Conclua que R® = F; @ Fy. Determine a matriz [P] da projecio
P :R? — R? que tem imagem F) e niicleo F.

3. Dado P € L(E), prove ou desprove:
(a) E=N(P)®Im(P) = P éprojecio de E.
(b) E=N(P)+Im(P) = P éprojecaode E.
(¢c) P é projegdo < I — P é projegao.
(d) P éprojegio < N(P)=Im(I-P) (& N(—P)=Im(P)).
4. Sejam Fy, Fy C F subespacos com dim F; + dim Fy = dim F < co. Prove
E=F,8&F < FiNF :{O}

5. Sejam Py,..., P, : E — E operadores lineares tais que
P+---+P, =1 e Vi#j: P,P;=0.
Prove que estes operadores sao projecoes.
6. Sejam P, Q) € L(F) projegoes e 1+1 # 0 em K, prove que sdo equivalentes:
(a) P+ Q é uma projecao;
(b) PQ+ QP = 0;
(c) PQ=QP=0.
[Para provar (b) = (c), multiplique & esquerda e & direita da hipdtese

P = —QP por P e conclua O = PQP. Consequentemente O = OQ =
PQPQ = P(-PQ)Q = —PQ]
7. Seja E = F} @ F,. O grafico de uma transformagao linear B : F; — F5 é
o subconjunto graph(B) :={v+ Bv|v € F;} de E. Prove que
(a) graph(B) é um subespaco de E.

(b) a projecdo P = Pg g, : E — E, restrita a graph(B), define um
isomorfismo entre graph(B) e F}.






Capitulo 7

Matrizes de transformacoes
lineares

Na dimensao finita consideramos uma transformagao linear
A:E— F
entre espagos vetoriais sobre um corpo K. Denotamos o operador identidade de
Ip:E—FE, v—wv

eoem F deIp, veja (4.1.2). Agora serd muito util escrever uma base ordenada
na forma de uma lista ordenada. Sejam U = (&1,...,&,) e U bases ordenadas
de EeV =0, ..,0m) e V de F. Nas seguintes secoes vamos estabelecer e
provar os detalhes da seguinte diagrama comutativa'

=[4]
v Kr Ty Km
u %
p—[IE]l,{M ~ F——aA——F ~ qz:[IF]vyf; (70 1)
u %
p vl =p[vly K* a=[Al; 5 K
: u,v

Na diagrama p ¢ a chamada matriz de passagem da base U de E para . Ela
leva, dado v € E, o vetor coordenada [v],, em respeito & base U ao vetor coorde-
nada p [v]; em respeito & base U. Além disso a é a matriz da transformacao
linear A : F — F em respeito as bases U do dominio e V do contradominio.

I Comutatividade significa que caso entre dois espacos vetoriais no diagrama tem dois ca-
minhos de flechas, entdo ndo importa o qual usamos. Note que a flecha de um isomorfismo '~’
também existe na dire¢do reversa (no diagrama sé mostramos uma flecha para simplicidade).

(0]
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Comentério 7.0.1 (Interpretacio da parte triangular esquerda da diagrama).
Sejam U, U, e W bases do espaco vetorial E da dimensao n. Sejam

p: a matriz de passagem de U para u

r: a matriz de passagem de u para W
Vamos entender nesta segao que sob estas hipdteses vale o seguinte

rp é a matriz de passagem de U para W

p ' ¢ a matriz de passagem de U para U

7.1 Bases induzem isomorfismos

Definigao 7.1.1 (Um simbolo com duas significados). Usamos o mesmo simbolo
para a base e para o isomorfismo determinado pela: Escrevemos

U: K" E, z— Uz

para a transformagao linear determinada pela base U = (3, ...,£&,), ou seja
T
Uz = (517"'3577.) = £1z1++£nzn ekl (711)
Tn =v

Obviamente a aplicacao U : K® — E é linear. Ela é injetiva como a base U
¢ LI (Corolério 3.1.2) e sobrejetiva como B gera E.

Portanto U : K* — E é um isomorfismo (simbolo ~).

No caso E = K" a base canénica £" produz o operador identidade €™ = Ign.

Seja U = (&1,...,&,) uma base ordenada de E. Dado v € E, entdo x :=
U1y € K™ é o vetor coordenada [v],, de v em respeito & base U introduzido
em (3.1.2): Com efeito como B é base exprime-se v como CL dos elementos de
B com coeficientes unicos x;, ou seja v = {121 + -+ + {pxy, =: Uz, Assim

U o= | =[], K" (7.1.2)
Tn

O isomorfismo Y~1 : E — K" é chamado de sistema de coordenadas em F.
No caso de E = K" com base canonica U = £ abreviamos [v] := [v],.
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7.2 A matriz em respeito a uma base

Dado uma transformacao linear A € L(E, F') e basesU = (&1,...,&,) de E e
V= (m,...,nm) de F, entdo podemos representar os elementos A¢; € F' como
combinacao linear na base V com coeficientes a;; € K tnicos. Com efeito

’ Aé-j =may; + -+ Nnlmj (721)

Note como pela nossa defini¢do o indice do 7; coincide com o primeiro (mais
perto) indice do escalar a;; o qual deve ser escrito atrds.

Os escalares a;; formam uma matriz m x n chamada de matriz de A em
respeito as bases U e V, simbolo

[A]u,v = a = [a;] (7.2.2)
Note-se que a matriz a tem como colunas

aij
a; = | | =[Ag],

amj

os vetores coordenadas dos imagens A¢;, ou seja

[Aly .y = [[A&]y . [A&]y] = [ae1 ... aen] = a

No caso E'= F e U =V abreviamos [A],, := [A],, ;. No caso E'= F =K"
el =V =& abreviamos [A] := [A] ..

Exercicio 7.2.1. Seja £ C R? a base canonica e A: R? — R3 determinado por

A61 = 261 — €2 — €3
Aeg = —eq + eg (723)
Aes = —eq + e3

Considere a base ordenada V := (e1,e1 + e3,e1 + e3) e determine a matriz a :=
[Alg,v. (Vamos reencontrar A nos Exercicios 7.3.10 e 8.3.3.)

Exercicio 7.2.2 (Identidade I = Ig). Mostre que a matriz da identidade
Ly = Uy =1 (7.2.4)
sempre é a matriz identidade se usamos a mesma base U para I: E — E.

Exercicio 7.2.3 (Homotetias al). Seja E um espago vetorial sobre R de di-
mensao n < oco. Suponha que A € L(FE) nao seja um multiplo do operador
identidade: A # al, para todo o € R.

1. Mostre que existem bases de E do tipold = (u, Au,...) eV = (v,24v,...)
tais que as matrizes [A]y e [A]y de A séo diferentes.



78 CAPITULO 7. MATRIZES DE TRANSF ORMACOES LINEARES

2. Conclua que as homotetias (multiplos ol do operador identidade) séo
os Unicos operadores cuja matriz nao depende da base escolhida.

3. Conclua que as matrizes do tipo a1, sdo os Gnicos que comutam (ab = ba)
com todas matrizes invertiveis n X n.

[ad 1.: Conclua n > 2. Mostre que existe conjunto LI da forma X = {v, Av}.
Depois estenda X para receber uma base (§1 = v,& = Av,...,&,) de E.]

Exercicio 7.2.4. Suponha que £ = F & G e n = dim F é finita. Mostre que
existe uma base ordenada X de F tal que

1 @ 1 @
[PF,G]X = [Oekk Okf} ’ [SF’G]X - [(’5 —llé]

Teorema 7.2.5. Levando transformacoes lineares as suas matrizes

® =dyy: L(E,F) — M(n x m; K)
A [A]u,v
€ um isomorfismo.

Demonstragao. Seja U = (&1,...,&,) basede E eV = (n1,...,nm,) de F.
LINEAR. Escreve (7.2.2) para A, para B, e depois adiciona as duas equagoes e
use (A -+ B)fj = Afj + BEJ

INJETIVO. Suponha (a;;) := [A], ,, = Bl y, =t (bi;). Entdo A e B coincidem

A& =miar; + -+ + Nmlmj = mbij + -+ by = BE;

nos elementos de uma base e linearidade implica que coincidem em todo v € E.
SOBREJETIVO. Dado a = (a;;) € M(m x n;K), para cada um j defina

Afj =1aig +---+ NmQm;j
Isso determina A unicamente (Prop. 4.1.12). Entao U(A) := [4], ), = a. O

Lembre-se do Exemplo 3.1.22 (¢) que dimM(n x m;K) = nm. Segundo
Corolério 5.3.9 isomorfismos preservam dimensoes, assim obtemos dim L(E, F').

Coroldrio 7.2.6. dim £L(E, F) = dimM(n x m;K) = nm = dim F - dim F
Teorema 7.2.7. Considere duas transformagoes lineares entre espagos vetoriais
ESFE G

com bases respectivas U = (§1,...,6n), V. = (M-, 0m), e W = (V1,...,1p).
Entao a matriz da composicao

[BA]M,W = [B]v,w [A]u,v (7.2.5)

€ o produto das matrizes.
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Demonstra¢do. Sejam a e b as matrizes de A e B, seja ¢ aquela de BA. Assim

m P P
Agj = Zﬂkakm By = Z Vibik, BAg; = Z”icii
k=1 i=1 =1

paraj=1,....nek=1,...,m. Use estas identidades para obter
m P m

Zuzc” = B(Ag) =Y (Bmk)ar; = > _vi ¥ biras;
i=1 k=1 i=1 k=1

onde no ultimo passo temos permutado a ordem das somas finitas. Mas como
a base W é LI os coeficentes dos v; devem ser iguais (Coroldrio 3.1.2). O

Matrizes — propriedades herdas de ®: £L — M

7.3 Mudanca de base — diagrama comutativa

Nesta segao estudamos na diagrama (7.0.1) o que acontece a) com um vetor
coordenada [v];, = U™ 'v se trocamos a base U de E para uma outra base Ue
b) com a matriz de uma transformagao linear onde adicionalmente permitimos
trocar a base de F'.

7.3.1 Vetor coordenada
A matriz p := [Ig],, ; do operador identidade, por definigao (7.2.1), satisfaz

G=1p&=pj++&pny  J=1...,n (7.3.1)
Nas outras palavras ela exprime os elementos da base velha U = (§1,...,&,) de E¥
como combinacio linear dos elementos da base nova U = (51, ...,&) de E. Por

isso p é chamado de matriz de passagem de U para U. A matriz de passagem
participa do diagrama (7.0.1) fazendo as partes triangulares comutativo (7.0.1).

Lema 7.3.1. Up = U na diagrama (7.0.1), equivalentemente Ugl, g=U""U.

Demonstra¢do. Para x € K" vale

Zk P1eTk

Upz = (517--~7é:n> : Zzgéz:pzkwk:z:(zgepek)ﬂﬁ

kankfk‘ ¢ ;,_/

(7.3.1)

= "¢
O

Corolario 7.3.2. Toda matriz de passagem € um isomorfismo e sua inversa €

UE]Z;}[; = [Iglzy =U"'U
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Demonstracdo. Aplicando U~ em ambos os lados de Z;{p = U obtem-se U~ U =

p:i=1[I E}u ;- Assim p é um isomorfismo como U e U sao. Toma as inversas em
ambos lados e use (4.1.1) para obter [IE]U = =pl=U"U= ez O

Comentario 7.3.3 (Trocando a base (o sistema de coordenadas)). Seja v € E.
Dado o vetor coordenada [v]y, em respeito a uma base U de E. Para calcular as
coordenadas em respeito a uma outra base U simplesmente aplique a matriz de

passagem p = [[],, 7, ou seja

[y [0l = ]z
Exercicio 7.3.4. Considere as bases U = (£,7) e U = (£,7) de R? onde
et N Y EO S P T A |

Seja v = (1,1) € R%. Determine o vetores coordenadas [v];, e [v];.2

7.3.2 Matriz de uma transformacao linear

Lema 7.3.5. AU = Va na diagrama (7.0.1).

Demonstracdo. Seja x € K™, entao

€
AUz =A(&,....6) | P | =AGxr +.. . &uay)
T,
= (A&) 14+ (Ag,) Ty
—— ——
maiit-+nmami Main+-+Nmamn
m m
= Z(njaﬂ Yo 4o+ Z (j@jm)x
j=1 j=1
e assim
n m m n
Alx = Z N5k ) Tk = an Zajkxk
k=1j=1 j=1 k=1
aje
Alel
=mate +  + Ynamer = N1y Oim) : = Vazr
Aynel

2 Controle: [l = 1]y, 7 [ty = Lol é]u ) [(1]]” = [,OJQ U=g,u
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Segundo as Lemas 7.3.5 ¢ 7.3.1 o diagrama (7.0.1) é comutativo, e assim
recebemos a relacao
a=gqap '
entre as matrizes de A em respeito as bases novas e velhas.
No caso F' = F munido das bases V =U e V = U recebemos

a=pap !, a=[A];, a=I[4], (7.3.2)

Definicao 7.3.6. Chama-se semelhante duas matrizes quadradas a e b se
existe uma matriz invertivel p tal que a = p~'bp.

Exercicio 7.3.7. Mostre que se a e & = p~'ap sdo matrizes n x n semelhantes,

entdo existe A € L(R™) tal que a e a sdo matrizes de A relativamente a duas
bases de R".

Caso especial E = F = K™ com a base candnica £ e uma base U

Considere o caso de um operador linear A : K” — K™ onde K" é munido
originalmente da base canénica & = (eq,...,e,) e depois de uma base nova U.
Neste caso o diagrama (7.0.1) torna-se no diagrama comutativo

" a:=[A] n
K K
E=Ign E=Ign
pi=[Len]g gy | = K" A—— K" ~|p (7.3.3)
~ g > ~
K _ K
a :[A]z,{

o qual disponibiliza a relagao [A],, = p[A] p~' entre as matrizes de A quando
trocar a base candnica por qualquer outra base.

Exercicio 7.3.8. Suponha que £ = K" munido da base canonica £ como base
velha, veja diagrama (7.3.3). Entdo os membros da base nova U = (& ...,&,)
formam as colunas da matriz inversa p~!. Veja Exercicio 7.4.6.

Nas outras palavras, como a inversa de p := [Ign]g, € [Ixn]y ¢, vale a
seguinte formula

[IJK”}U,E = [u]

onde [U] denota a matriz cujas colunas sao os elementos da base U de K".

Exemplo 7.3.9. Em R? considere a base canonica € e a base V = {&1,&2,&3}
& :(17170)a 52:(_]-70a0)7 53:(07()’1)

Determine a matriz de passagem p de V para &£, e aquela vice versa.
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Uma solugao. As colunas da matriz p := [I]y ¢ = [V] s@o os §’s. A outra
matriz desejada q := [I]¢y = p~! é a matriz inversa de p. Pode-se calcular
com o processo de Gauss-Jordan (MA141), veja § A.4, ou seja

1 1o 0] 10 0 10
=1 0 0010 . Jo10 -1 10/ =[:p]
0 100 1 00 1 01

Exercicio 7.3.10. Seja £ C R3 a base canonica e seja A: R? — R? determinado
por (7.2.3). Dada a base ordenada V := (e1,e1 + es, e1 + e2), determine a matriz

a=[Aley = [lle v[Alvell]e,v = pap

calculando p e &, veja (7.0.1).3 (Reencontramos A nos Exercicios 7.2.1 e 8.3.3.)

7.3.3 Determinante de uma transformacao linear

Definigao 7.3.11 (Determinante). Para A € £(A) define-se
det A := det [A],4 (7.3.4)
onde B é uma matriz ordenada de E.

Exercicio 7.3.12. Verifique que det A é bem definido, o que quer dizer que é
independente da escolha da base.

[Dica: Férmula (7.3.2) ]

7.4 Exercicios e umas solucoes

Matriz de uma transformacao linear

Exercicio 7.4.1. Considere a base ordenada B = (u,v,w) de R3, onde
u=(1,1,1), v=(1,-1,1), w=(1,1-1)

Seja B* = (4,4, x) a base (de R?") dual de B. Calcule as matrizes [¢], [¢], [x]

das transformacoes lineares ¢, 1, x: R? — R.

Uma solugao. Sejam £3 = (eq,eq,e3) e £ = (E) as bases canonicas onde o
vetor unitdrio em R! ¢ a lista F; = (1) de um membro com 1 no 1-ésimo lugar
(e nulos nos outros lugares — as quais nao tém). Seja x; := ¢e;, entdo usando a
propriedade da base dual e linearidade obtemos

1=¢u=¢(1,1,1) = ey + pes + pes = 1 + 22 + 3

0=0¢v=09(1,—1,1) = ge; — ez + de3z = x1 — T2 + 3
0=¢w=0(1,1,-1) = ge1 + pea — pe3 = x1 + 2 — 23

1 -1 -1 4 -2 =2
3 controle: inverta q = [I]y ¢ (Gauss-Jordan): p= |0 0 1|,a=|-1 0 1.
0 1 0 -1 1 0
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Usamos escalonamento para resolver o SL de 3 equagdes nas 3 incdgnitas
x1, %2, T3 € R? as quais sdo listas de um membro sé. O resultado é

.13121, $2=0, .13320
Observamos que

l=x1=¢e; = E1¢11 = 1-¢11 = ¢11
0=z =¢es = E1¢12 =112 = d12
0=2z3 =¢e3s = FE1¢13 =1 ¢13 = ¢13

e assim
[@les,er = [1 0 0]
Analogamente obtemos

[7/’}53751 = [0 1 0]7 [X]gs,gl = [O 0 1]

Olha s6, no caso E = R™ a matriz da base dual de qualquer base B de R" tem
em respeito as bases candnicas de R" e R! a forma da base canonica.

Exercicio 7.4.2. Considere as transformacoes lineares
A:R?2 SR (2,9) — (z,y,2 +vy)
e B :R?® — R? definido assim
B(z,y,z) = (axz + (a— Dy + (1 —a)z,—bx + (1 — b)y + bz2)

onde a,b € R sdo constantes. Determine o operador BA € L(R?).
[Dica: Use as matrizes [A] e [B] que correspondem a A e B respectivamente.]

Uma solugao. Denotamos de £2 = {ej, ez} e €3 = {E, Ea, B3} as bases
candnicas. As duas colunas da matriz [A] € M(3 x 2) sdo formadas das coefici-
entes seguintes

Aey = A(1,0) = (1,0,1) = 1E, + 0E5 + 1E;5
A62 = A(O, ].) = (0, 1, ].) = 0E1 + ].E2 + 1E3

As trés colunas da matriz [B] € M(2 x 3) sao formadas das coeficientes seguintes

BE; = B(1,0,0) = (a, —b) = ae; — bes
BE; =B(0,1,0) = (a—1,1—b) = (a — 1)e; + (1 — b)es
BEs; = B(0,0,1) = (1 —a,b) = (1 —a)ey + beg

Assim recebemos
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Use (7.2.5) no primeiro passo e no segundo calcule produto matriz para obter

a+1—al a1+1a] {1 O]
= :]12

BA =Bl = " 0 =,

Use a relagdo (7.2.1) entre matriz e operador para concluir que BA = Ig2.

Exercicio 7.4.3. Qual é a matriz [A] do operador A : R? — R? definido por
A(2,3) =(2,3) e A(-3,2) = (0,0) ?
Exercicio 7.4.4. Considere as transformagoes lineares

AR o Pu(R), (ag,01,...,0n) = o+ o1z + -+ azz”,

B:Pu(R) = R, p=p(a) = (p(0),p(1),...,p(n)).
Determina a matriz [BA] da composigao BA : R*1 — R +L,

Uma solugao. Seja & = (ey,...,en41) @ base candnica e seja
M= (22,22 .. 2" = (1, ... Ons1), 20 =1
a base de P, (R) composto de monémios. Segundo a defini¢do de A recebemos
Ae; = A(0,...,0,1,0,...,0) = 02° 4+ - + 0z + 12° + 02" + .- 4 02"

parai=1,...,n+ 1. Segundo (7.2.1) obtemos [A]¢ 4 = L,11. Analogamente

n+1
an = (771,(0)7771(1)7 .- anl(n)) = (0171a 17‘717' .- 7n171) = Ze] (.] - 1)271
j=1 bis
para cadai=1,...,n 4+ 1 o que nos da a i-ésima coluna da matriz
0 ot ... om 1 0 ... 0
AU R KO 11 ... 1
[Blos = 200 ot . oonf _ 1 2 ... 27
n® nl ... " 1 n ... n"

Assim [B]y, ¢ = [Blpge Int1 = [Bl ¢ [Alg g = [BAlg e segundo (7.2.5).
Exercicio 7.4.5. Dado w = («, 3,7) € R?, determine a matriz [4] do operador?
A:R3 - R3, VU X W

Descreva geometricamente o nicleo desse operador e determina sua imagem.

4 0 produto vetorial de dois vetores v e w de R3 é o vetor v x w de R? definido por

T «a yy — 208
vXw= |y| X [B| = |za—2ay
z 0 zf — ya
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Mudanca de base — vetor

Mudanca de base — matriz

Exercicio 7.4.6. Seja & = (eq,...,e,) a base candnica de R™. Suponha vetores
&1,...,&, € R™ e escalares p;; € R satisfazem

ej = &1p1j + &ap2j + - + EnPnjs Vi=1,...,n
Mostre que

1. alista ordenada U = (&3, ...,&,) é uma base de R™.

2. a matriz p = [p;;] é a inversa da matriz q cujas colunas sdo por definicao
&, ...,&,, em simbolos qp = 1,,. Veja Exercicio 7.3.8.

Em palavras, obtém-se a matriz p := [Ign];,, de mudanca da base canonica £
para uma base nova U = (£1,...,§,) como a matriz inversa da matriz
q:= [51 fn]

cujas colunas sao os &;’s, em simbolos

_ -1
b= [IR"}s,(gl,...,gn) =q ' =[&...&)
Exercicio 7.4.7.
Seja ¢ € M (n x n;K) uma matriz quadrada de posto 1.

(a) Prove que: c? = (trc)c. (%)

(b) Dado n > 2, generalize: ¢ = (trc)" !

c.
Poderia usar (e provar) o

Lema 7.4.8. Para matrizes a,b € M(n x n;K) tem-se

tr (ab) = tr (ba) (7.4.1)

[ad (a): Observe que para provar (*) pode-se mudar a base de K™ e pro-
var (%) para a nova matriz €. Lembre-se: posto(c) = 1. Escolha base
apropriada de K™.]

Exercicio 7.4.9. Sejam A: E — F e B : F — G transformagoes lineares entre
espacos vetoriais de dimensao finita.

1. Prove que: B injetiva = posto(BA) = posto(A).
2. Encontre uma condi¢ao sobre A a qual implica posto(BA) = posto(B).






Capitulo 8

Eliminacao e aplicacoes

Agora revisamos do curso MA141 aplicagoes do processo de escalonar uma
matriz a. Recomendamos recapitular os detalhes deste processo da Segao A.2.

8.1 Dimensao: subespago gerado por m vetores

Consideramos m vetores vy, ..., v, do espaco vetorial K. (No caso geral
de um espago vetorial E de dimensao n use uma base para chegar em K" ~ FE.)
Escreve as m listas vy, ..., v, € K" como linhas de uma matriz m x n, ou seja

all N AT — U1
a = (aij) =
Am1 -+ Qmn — Um

Escalonamento da matriz a, veja Secao A.2, lida a matriz escalonada aes.. Enu-

mere as linhas nao-nulas de ags. de cima para baixo, dizemos {1, ..., £4.
% % f!
a U £
ge O E2 yx

Figura 8.1: Linhas nao-nulas ¢1,...,/¢; da matriz escalonada aegc

E facil checar que estas linhas formam um conjunto LI, com efeito
0 %1 = o, =0
0 ¥+ Qipko = ag =10

=arly +agly + -+ agly =

0 c Qg% g1t agkg| = ag =0

87
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Entao {¢,...,44} é uma base do Esp-lin(aes.), qual iguale Esp-lin(a) porque
operacoes elementares nao mudam o espago linha, veja Teorema A.2.2. Entao
(v1,...,0m) = Esp-lin(a) = Esp-lin(aes.) C K"

é um subespago com base as linhas ndo-nulas {{1,...,£¢;} da matriz ags.

8.2 Calculo do posto

Lema 8.2.1. Dado uma transformacao linear A: E — F entre espagos vetoriais
das dimensdes finitas n e m, respectivamente, entdo

posto(A) = posto(a) , a:=[A],

— — ’

:=dim Im(A) :=dim Im(a)
para qualquer escolha de bases ordenadas U de E eV de F'. Repetimos que vale
posto(a) = pc(a) = pl(a) sequndo Teorema 4.2.2.
Demonstragao. Temos que

posto(A) := dimIm(A) = dimIm([4],, ,)) = dimIm(a) =: posto(a)

u,y

onde a primeira identidade segue do isomorfismo entre as imagens das trans-
formacoes lineares A e a := [A],, ,, veja a diagrama comutativa (7.0.1). O

Exemplo 8.2.2. Dado A € L(E, F'), determine posto(A) e uma base de Im(A).

Uma solugao. Escolhe bases e considere a matriz a := [A]y,y de A. Aplique
escalonamento para a transposta a’, entao as linhas ndo-nulas de (a%)eg., dizemos
ly,..., 04, formam uma base de

Esp-lin((a’)esc) Teor A.2.2 Esp-lin(a’) = Esp-col(a) (42:3) Im(a)
e o posto(A) Leg21 posto(a) := dimIm(a) = d é dado pelo nimero d das linhas
nao-nulas do escalonamento da transposta a’. Resta traduzir a base {{1,...,44}

de Im(a) C K™ numa base de Im(A4) C F. Usamos o isomorfismo V : K™ — F
gerado pela base ordenada V = (11,...,nm,) de F. Definimos

(4i)1
def. . def.
G =Vl = (M,...,Mm) : = mWi+ - +9mli)m €F
(gi)m
para obter uma base {(1,...¢(s} de Im(A).

Exercicio 8.2.3. Encontre o posto de a := !

== O

1 2
1 1] euma base da imagem.
11

1 Obtém-se posto 2 e uma base é {(1,1,1),(0,1,2)}. Com efeito, um escalonamento é

(at)esc = |: :|

oo
(=R
O N =
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8.3 Resolucao de sistemas lineares

Sistemas lineares foram introduzido em Definicao A.3.1 e tratado em Exem-
plo 5.0.20. Estes conteudos sao pressupostos. Seja a uma matriz m X n com
entradas num corpo K e b € K™ uma lista. Lembre-se de (A.3.1) que a
equacao axr = b é chamado de sistema linear de m equagoes a n incégnitas
(x1,...,2,) = .

Existéncia de uma solugao z é equivalente ao fato que a lista b é localizada
na imagem da matriz a, em simbolos

ar =btem solugao x << belm(a) <« p:=posto(a) = posto[a : b
veja Exemplo 5.0.20. Mas neste caso, tem como saber quantas solugoes havera?
Lema 8.3.1. Suponha que ax = b admite uma solugao zo (b € Im(a)). Entao

a) p=n (a: K" = K™ € injetivo) = a solugdo € inica p := posto(a)

b) p<n & o ndmero de solugdes € infinito
No caso b) o conjunto das solugoes x de ax = b é dado pela translagao do nicleo
xo + N(a) = {solu¢des © de ax = b}
edimN(a)=n—p>1.

Demonstra¢ao. Como a dimensdo p da imagem Im(a) C K™ é no méximo a
dimenséo n do dominio, segundo Coroldrio 5.0.18, temos que p < max{n,m}.
a) Segundo o Teorema 5.4.1 de nicleo e imagem n = p (dim K" = dim Im(a)) é
equivalente a N(a) = {O} o que, segundo Lema 5.0.16, significa que a: K" —
K™ é injetivo. Por isso a: K® — Im(a) é um isomorfismo, e assim b € Im(a)
corresponde a exatamente um elemento x € K” tal que ax = b.

b) Seja v € N(a), entdo = := x( + v satisfaz ar = axo + av = b. O

Lembra o Lema A.3.3: Uma lista = é solugdo do sistema linear [a : b] se e
somente se x é solugdo do sistema linear associado & matriz escalonada [a : ]esc.

Lembra o Comentério A.3.4: Para resolver o SL ax = b

e escalone a matriz aumentada [a : b]
e obtendo uma matriz escalonada [a : blese =: [a : b]
e resolve o SL az = b ”de baixo para cima”, veja Exemplo A.3.5

e uma lista = é solugao de ax = b se e somente se = é solugao de ax = b
Exemplo 8.3.2. Determine uma base do niicleo da transformacao linear

AR =R (z,y,2) = (z+ 2y + 2,22 + 4y, 3z + 6y + 32)
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Uma solugao. Para obter uma matriz de A escolhemos as bases mais simples,
a base canoénica £2. Obtemos

1 2 1
a:=[A=12 4 0
3 6 3
Escalonamos a matriz
1 2 1 0 ( ( 1 2 1 0
a:0l=12 4 0 0“0 0 —2 0| =[acw: O]
36 30 00 0 O

Agora resolvemos o sistema escalonado agsc.x = O, ou seja

a+264+~v=0 =a=-28, R
—2y=0 =~v=0
0=0

Entao N(a) = R¢ onde £ = (—2,1,0) e B:= {{} é uma base.

Exemplo 8.3.3. Seja £ C R? a base canénica e A: R? — R? determinado por
A61 = 261 — €2 — €3
Aes = —e1 + €2
Aes = —e; +e3

Determine os subespagos N(A), Im(A), as dimensoes, e uma base de cada um.
(Tenhamos encontrado A antes nos Exercicios 7.2.1 e 7.3.10.)

Uma solugao. A definicao de A j4 mostra que a matriz e dada por
2 -1 -1
a:=[4=|-1 1 0
-1 0 1

e Como & corresponde ao isomorfismo identidade, veja (7.0.1) com U = &, e
usando (4.2.2) obtemos passos 1 e 2 de

Im(A) = Im(a) = Esp-col(a) = Esp-lin(a‘)
Escalonamos

2 -1 1], o [2 -1 -1 6
al=|-1 1 o g 1 1|0

-1 0 1 0 0 O

Entao as listas {¢1,¢3} formam uma base da imagem e assim dim Im(A) = 2.
e Em respeito ao nicleo de A = a escalonamos o SL az = 0, ou seja

2 1 -1 0 2 1 -1 0
a:0]=|-1 1 o0 ol ...l 1 1 ¢
1 0 1 0 0 0 0 0
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Resolvemos o SL escalonado de baixo para cima, ou seja

20 —y—2=0 =z=2z2 2€R
y—z=0 =y=2z z€R
0=0

Assim N(A) = R¢ onde £ = (1,1, 1). Entéo {£} é uma base e a dimenséo é 1.

8.4 [Exercicios e umas solugoes

1. Determine o posto da matriz

0

1 1
1
[Dica: Calcule o posto-linha da matriz transposta. Escalonamento (modi-

ficando linhas) ndo muda o espaco-linha.]

2. Calcule a dimensdo do subespaco vetorial de R® gerado pelos vetores

vr = (1,1,1,—1,1) ve = (1,-1,-1,0,1)
vy = (0,1,1,—1,-1) v =(-1,1,1,-1,1)

Decida se o vetor b = (6,18,1,—9,8) pertence ou nao a este subespago.

3. Obtenha uma base para o subespaco F de R* gerado pelo conjunto
{(1,2,3,4),(3,4,7,10),(2,1,3,5)}.

[Dica: Use os vetores como as linhas de uma matriz. Escalonamento.]
Determine a dimensao de F'.

4. Encontre uma base para o ntucleo da transformacao linear
C:R*"—R?
(x,y,2,t) = Qe +y—2z+3t,c —4dy+2z+t,2y+4z—1)

[Dica: Calcule a matriz de C. Escalonamento. Resolve o sistema linear
homogéneo resultante.]






Capitulo 9

Subespacos invariantes

Durante o Capitulo 3 denotamos de A € L(E) uma transformagao linear,
alternativamente chamado de operador linear

A: E— FE, E=(FE+,,K), n:=dmFE < oo

num espago vetorial E sobre um corpo K e de dimensao finita. No inicio do
capitulo a dimensao pode ser também infinita no qual caso usamos a notagao

A X = X, X=X+,.K), dim X € Ny U {0}

para indicar esta generalidade maior. Ao fim do Capitulo 9 vamos despedir os
corpos gerais K e especializar para os nimeros reais R. Isso é causado pelo fato
que tem-se conhecimento bom sobre as raizes de polindomios reais.

Motivagao. A matriz [A]; de A depende da base B de E. Assim chega
naturalmente o desejo de escolher uma base X’ tal que a matriz toma uma forma
simples, por exemplo uma forma diagonal

A0 0 .0
0 X 0 ... 0

Al =1 . . . | =diag[h,..., A (9.0.1)
0 ... 0 My O
N N

Tal simplificacdo méxima, para uma diagonal, é realmente possivel para a
classe de operadores as quais admitem uma base composto de autovetores. Por
exemplo, os operadores auto-adjuntos as quais pode-se definir depois introdu-
zir mais uma estrutura no espago vetorial — um chamado produto interno, veja
Capitulo 10.

Defini¢ao 9.0.1. Um transformacao linear A € L(F) que admite uma base X
tal que a matriz correspondente é diagonal é chamado de diagonalizavel.
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Definigao 9.0.2. Um subespaco F' C X é chamado de invariante por A
se a imagem AF C F é contido no subespaco. Neste caso o operador linear
Alp: F = F, f — Af, é chamado de restrigao de A.

Exemplo 9.0.3 (Subespagos invariantes). Seja A € L(X).
a) F={O}e F=X (0s subespagos invariantes triviais)
b) F=N(A), Im(A), Fix(A), aFix(A) (subespacos invariantes canénicos de A)
Lema 9.0.4 (Dimensao 1). Seja A € L(X) e F' um subespago de dim F' = 1.
F invariante por A < IA=ANA)eK: Af =AfVfeF

Demonstragio. “=" Fixe £ € F nao-nulo, assim B = {{} é base de F. Seja
f € F nao-nulo (para f = O vale AO = AO para qualquer um escalar \). Entéao
f = a& para um unico escalar «. Como F' é invariante por A temos A € F e
assim A = A€ para um tunico escalar A = A(4, ). Vale

Af = A(af) = aAL = a(XE) = A(ag) = Af
O A(A,€) depende de £7 Repetindo o argumento para € € F ndo-nulo obtemos
Af = A(G8) = GAE = a(AE) = Na€) = Af

Assim \f = Af. Daf f # O implica que A(4,¢) = ):\(A,é) Entao os escalares
A = ) sdo iguais e ndo dependem nem de € nem de &, s6 de A.
“«<" Um subespaco é fechado sob multiplicacao escalar. O

Lema 9.0.5 (Dimensao 2). Para subconjuntos {u,v} C X LI vale
F := (u,v) invariante por A & Au,Av € (u,v) = F

Demonstragao. “=" Invaridncia por A junto com o fato que u,v € (u,v).

“<” Como B = {u,v} é uma base de F, todo f € F é da forma f = au+ fv
para escalares o, f € K. Assim Af = aAu + SAv é elemento de F, porque Au
e Av sao e F' é fechado sob - e +. O

9.1 Autovalores e autovetores
Definigao 9.1.1 (autovalor, autovetores, spectro). Seja A € L(X).
a) Por defini¢o chama-se um vetor nao-nulo
v € X \ {O} autovetor de A = A e K: Av =)o

em palavras, se a imagem Av é um multiplo de v. Neste caso o escalar A
é chamado de autovalor de A e v = v, um autovetor associado a .

b) O spectro de A é o conjunto composto de

{todos os autovalores de A} =: spec A
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Observagao 9.1.2. Tendo em vista o Lema 9.0.4 podemos resumir
achar autovetores & achar subespacos invariantes de dimensao 1.

Exercicio 9.1.3 (Autovetores nao sdo unicas).

a) Os multiplos ndo-nulos de um autovetor sdo autovetores .

b) Somas de autovetores associados ao mesmo autovalor A sdo autovetores.
Definicao 9.1.4 (Autosubespago e multiplicidade geométrica). Seja A € L(X).
a) Dado um autovalor A de A, entdo o conjunto
E) := {todos os autovetores de A associado a A} U {O}

é um subespago de X chamado de autosubespacgo associado ao autova-
lor A. Note que Ey # {O}.

b) A multiplicidade geométrica de um autovalor A é a dimensao
gr = gr(A) :=dim E),
do autosubespago.
Exemplo 9.1.5. Para A € £L(X) tem-se autosubespagos
N(A4) = Ey, FixA = E aFixA=FE_;
sempre se um dos trés subespago é nao -trivial.

Exemplo 9.1.6 (Rotagoes, reflexdes, cisalhamento). Denotamos de A o ope-
rador linear na consideragao e de F, F' subespagos invariantes por A dos quais F
tem dimensao 1 — entao E é autosubespaco, enquanto F' nao necessariamente é.

abslapae: [Bu £ (]

§'uéegp9. 51'7:
(Wi por A Spec A E,

o "L | wecwr {7 Eek”

VEce" f-(f f/,’—f

G wis Mz//eh/'/(b TE\ Q/

Figura 9.1: Rotacao Ry no plano pelo angulo 6
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aubo sbeopago
§begp9. EﬂT_
WV poas A Spec A E,

2 Ao=T | veenr feig E<at
A
Al Aqy:’j |
- Eze'so-z f{(( FeaR-T
b/ECPG~ory @ Y_,i Ellc‘paho"ﬁy
S A
K T
+ E=e'xo-% (,(—(] E,‘ev’\)’z‘
g

Figura 9.2: Rotagao no espaco A, em torno do eixo z pelo angulo «

ubo sibeopage:
Sbegps’. E/$

S=S. , P=R I =
4
/ E=L -y E =L
9 A, VE<G oitf E=6

Figura 9.3: Reflexdo S = 2P — I sobre G paralelamente L

Teorema 9.1.7 (Autovetores associado a autovalores diferentes sdo LI). Se
A, ..., Ag sdo autovalores dois-a-dois diferentes de A € L(X), entdo qualquer
escolha {&1,...,&k} de autovetores associados forma um conjunto LI.

Demonstragao. Indugao sobre o numero k de autovalores.
k = 1. Como é autovetor &; é ndo-nulo, assim {£,,} é LL
k — 1 = k. Dado escalares aq,...,ax, suponhamos que

ary + -t ol =0
Aplicamos A para obtemos

ap A&y 4+ a Ag, = A0 =0
~— ~—
Algl Akgk

Adicionamos a esta equagdo —\j vezes a equagdo anterior, obtemos

ar(M = A&+ Fag—1( M1 — M) §g—1 O =0
#0 #0



9.1. AUTOVALORES E AUTOVETORES 97

aeR Guto scbes pago:
~§’Uegp9. E/
C,+R*— rR* wvipw A Spee A B,

Lo51 [?]“DZK;‘{( I ecer e E=K°

[+

Eza'vo—x Se1{ E(CQ"’@’X'

Figura 9.4: Cisalhamento C,: R? — R? dado a € R

Pela hip6tese k — 1 da indugao {&1,...,&k—1} é LI, entdo cada um coeficiente
anula-se, consequentemente 0 = oy = -+ = ax_1. Com estes valores a equagao
no inicio da inducao reduz-se a apé, = O, entao como um autovetor nao se
anula segue que oy = 0 segundo (1.1.3). O

Coroldrio 9.1.8 (N&o tem mais autovalores como dim E < co).
n:=dimFE = |[spec A] < n

Demonstragao. Se por absurdo |spec A| > n, entdo segundo Teorema 9.1.7 pode-
se escolher um conjunto LI composto de mais como dim E elementos. Mas isso
contradiz Corolério 3.1.17. O

Corolario 9.1.9 (Diagonalizdvel). Se A € L(E) possui n = dim E < oo auto-
valores dois-a-dois diferentes A1, ..., A\, entao obtém-se uma matriz diagonal

[A], = diag[A1,. .., A\
veja (9.0.1), para qualquer selecao X = {&1,...,&,} de autovetores associados.
Demonstragdo. A i-ésima coluna da matriz [A], é composto dos coeficientes de

AL =N =860+ +&§ 1 0+& A+ &0+ +&,-0

veja (7.2.1). O
Exercicio 9.1.10. Mostre que se a matriz de um operador A € L(E) em
respeito a uma base B = (§1,...,&,) de E é uma matriz diagonal

[A] 53 = diag[ai1, ..., ann)

entao cada um elemento a;; na diagonal é autovalor de A e & é um autovetor.

Proposicao 9.1.11. Seja A € L(E) ou A € L(X) e X € spec A, entao vale:
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a E)\ = ()\IX A)

b) A €spec A & Mg — A nao admite inversa < det(A[g — A) =0

d) V¢ € Ex\{O}: o subespago (§) € invariante por A € L(X)

)
)
c) E\ C X € subespago invariante por A € L(X)
)
e)

Um subespago 1-dimensional invariante por A € composto de autovetores.

Demonstracdo. Abreviamos Ig e Ix de I.
a) Av=X v & (M- Ap=0.
b) A € spec A & Av = A paraum v # O < (A — A)v = O para um v # O
& M — A nao injetivo &1 A\ — A ndo invertivel <2 det(A — A) = 0.
¢) Para v € E) vale Av = \v € E) como o subespago E) é fechado sob “”.
d) Seja a € (£), entdo A(af) = a A = aXf € (&).
e) Lema 9.0.4. O

Lema 9.1.12. Sejald = {£1,6} C E Ll e a,b,c,d € K, entdo o conjunto
{a&i + B2, 761 + 082} € LD & ad—By=0
—_——— ———
= =

Demonstragdo. Provamos que LI é equivalente a # 0. Seja F := (£;,&) com
base U e seja G := (n1,n2). Entao LI significa que o operador linear A : F — G
definido por A&, = m; e A&y = 179, assim levando base em base, é um isomorfismo
segundo Teorema 5.3.7. Mas isso é equivalente a sua matriz [A],, ser invertivel
e isso a seu determinante nao se anula 0 # det [A],, = ad — 3. O

9.2 Polindmio caracteristico

Nesta Sec¢ao 9.2 utilizamos polinémios e o determinante e consequentemente
precisamos restringir a dimensao finita ainda permitindo corpos gerais K, ou
seja A€ L(E) en:=dimFE < co.

Teorema 9.2.1 (Polindmio caracteristico). Dado um operador linear A €
L(E), entdo as raizes’ do polinémio caracteristico de A

pa(A) = det (\[g — A), AeK
sao os autovalores de A, assim
specA={AeK|psa(\) =0}
A ordem* de uma raiz \ é a multiplicidade algébrica alg, do autovalor ).

Demonstragao. Proposigao 9.1.11 b). O

L Corolério 5.4.2 e Proposigao 5.3.4

2 Teorema A.4.4

3 as raizes de um polinémio p séo os pontos \ nos quais p(A) = 0 anula-se
4 $6 para ilustrar a idéia, a ordem de A2 é 2 e de (A —5)* + 1 é 4
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Assim existéncia de autovalores, entdo autovetores (ou equivalentemente su-
bespagos invariantes de dimensdo 1), é reduzido a existéncia de raizes de um
polinémio com coeficientes em K e de grau n = dim E. Nos casos importantes
K =C e K =R (veja Se¢ao B.5) tem-se resultados sobre raizes.

Comentario 9.2.2 (Multiplicidades). Para os autovalores A € spec A vale que

gr < alg)y
Um exemplo para uma desigualdade estrita é o cisalhamento C; € L(R?), veja
Figura 9.4. No caso C o leitor pode verificar que gy =1 < 2 = alg,.
Caso dim E = 2

Seja A € L(F) um operador linear e B = {{1,£2} uma base ordenada de E.
As colunas da matriz correspondente

a:=[A]z= [g g}

sdo os coeficientes de A&y = &ra+ &0 e de A&y = &1y + €20 segundo (7.2.1).
Isso implica, dado A € K e I = Ig, as equagoes

(M —A)&1 = (a— A& + & =101

(M — A& =761 + (@ = N)& = v2
Usamos trés equivaléncias chegando, respectivamente, da Proposi¢do 9.1.11 b),
do fato que {&1,&,} é base, e do Lema 9.1.12, isto é

A €specA < N — A € L(E) nao é um isomorfismo
54 {’Ul,Ug} é LD

0= (a—N)(0—N) =By =| 2 = (tra)d + deta =: py(\)
2_ ) o —
A2—(a 4 d)r+ad — By

tra det a

Note que traco e determinante de [A],; nao dependem da escolha da base B;
veja (7.4.1) e (7.3.4). Em resumo, na dimensao dois temos mostrado

A € spec A (A autovalor) & pa(A) =0

Teorema 9.2.3 (dim E = 2). Dado um operador linear A € L(FE), entdo as
raizes do polinémio caracteristico de A

pa: K=K, A=A —(tr A\ +det A

onde

trA:=tr [A]lz, detA:=det[A]g
sGo os autovalores de A, assim spec A = {\ € K| pa(\) = 0}.
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Comentario 9.2.4 (Corpo K = R). As raizes de um polinémio real quadratico
ar’ +br+c=0
existem no caso b2 > 4ac e sdo dados pela formula
_ —bxVb? —dac bV —dc
B 2a ’ B 2
Exemplo 9.2.5. Determine o spectro e os autosubespagos da matriz
|4 3
a= 11 2
Uma solugao. Passo 1 — autovalores. Temos que determinar, se existir, os
autovalores as quais sao as raizes do polinémio caracteristico
pa(A) : = A2 — (tra)\ + deta
=X - (4+2A+(4-2-1-3)
=X —6\+5

T4 casoa =1: x4 (9.2.1)

Encontramos as raizes através da férmula (9.2.1) obtendo

6 + /36 — 20
2

Ay = =342, A=1 A =5

Assim speca = {1,5}.

Passo 2 — autosubespagos. O nicleo da matriz a — All para A = 1, 5.

E; = N(a—1): Depois calcular a matriz a — 1 escalonamos ela e resolvemos
de baixo para cima, veja Exemplo 8.3.2. Ou seja

- =)= )

O SL obtida é x + y =0 e assim y = —x para € R. Assim F; = R(1,-1).
Es = N(a—51): Analogamente

[ 3]=[3

1 -3 0 0
O SL obtida é —z + 3y = 0 e assim « = 3y para y € R. Assim E5 = R(3,1).
Exercicio 9.2.6. Determine autovalores e autosubespacos do operador linear

A: P1(R) = P1(R), a+bx+— (4da+ 3b) + (a + 2b)x

9.3 Existéncia — caso real
Nesta secao restringimos a espagos vetoriais reais (K = R) de dimenséo finita
n e A um operador linear em E, ou seja A € L(E).

Teorema 9.3.1 (Existéncia). Um operador linear A num espago vetorial real
FE de dimensao finita n admite um subespaco invariante F' de dimensao 1 ou 2.

Demonstragao. Teorema B.5.1 ]
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9.4 Exercicios

1. Seja A:R? = R? (z,y) — (3x + 1y, 2z + 2y).
(a) Mostre que 4 e 1 sdo autovalores de A.
(b) Ache uma base ordenada B = (u,v) de R? tal que
Au=4u e Av = .

(c) Dada a matriz a = {3

9 2] , ache uma matriz invertivel p tal que

. 4 0
ptan = ).
2. Dado a € R3\ {0}, determine os subespacos de R? invariantes por
A:R?® - R3, v a X,
onde o produto vetorial x é definido no Exercicio 7.4.5.
3. Sejam A, B € L(E) operadores que comutam: AB = BA. Prove que
(a) N(B) e Im(B) sao subespagos invariantes por A;

(b) Se F é um subespaco invariante por A, entdao BF := {Bf : f € F} é
ainda um subespaco invariante por A.

4. Dado A € L(FE) e um polindémio p = p(z), prove que niicleo e imagem do
operador p(A) € L(E) (Definicao B.5.5) sao subespagos invariantes por A.

5. Determine os autovetores e os autovalores do operador derivagao
D : Pu(R) = Pu(R), p(x) = p'(z) == (@)
no espaco vetorial dos polindémios p = p(x).
6. Seja A € L(E), prove que

(a) A invertivel <= A nao possui autovalor 0;

(b) Se A é invertivel, entdo os autovetores de A e A~! coincidem. E os
autovalores?

7. Seja A : R™ — R™ o operador linear cuja matriz na base canénica tem
todas as entradas iguais a 1. Prove que
(a) posto(4) = 1;
(b) R" =N(A) ® Im(A);
(c) os autovalores de A sédo 0 e n;
(d) os autovetores de A pertencem a N(A) ou a Im(A).

Exiba uma base de R™ na qual a matriz de A tem n? — 1 zeros.

8. Mostre que todo operador A € L(R™) de posto 1 possui um autovetor v
cujo autovalor A é o traco de A.
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Capitulo 10

Produto interno

Neste Capitulo 10 consideramos exclusivamente sub/espagos vetoriais reais
FCE=(E+,,R)

o que quer dizer que o corpo neste capitulo sdo os nimeros reais. As letras
k,n € Ny denotam nimeros naturais, no caso de dimensao finita elas denotam
as dimensoes de F' e E. Além disso a letra

E= (Ev <'7 >)

denota um espacgo vetorial munido de um produto interno.

10.1 Produto interno, norma, distancia

Definigao 10.1.1 (Produto interno). Um produto interno! num espaco ve-

torial real G é uma funcao de duas varidveis
() GxG =R, (u,v)— (u,v)

a qual satisfaz os trés axiomas

(SIM) (u,v) = (v, u) (simetria)
(BL) (u+a,vy = (u,v) + (a,v), {(au,v) = alu,v) (l)i—lim‘,zn‘i(ln(l(‘)2
(POS) wu#0O = (u,u) >0 (positividade)

para todos os vetores u, v, U, 0 € G e escalares a € R. Neste caso F é chamado
de espago vetorial com produto interno.

Lema 10.1.2. Num espaco vetorial E com produto interno vale

I Produtos internos sdo também chamados de produtos escalares.
2 Note que simetria implica linearidade também na segunda varigvel, por isso o nome para
o axioma dois, abreviando bi-linearidade, é justificado.

105
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(v,0)=0 YveFE
(ND) (u,v) = (a,v) YWweE = u=a (nao-degenerado)
(nD) (u,v)=0 YWweFE = u=0 (ndo-degenerado)’
Lema 10.1.3 (Critério para dois operadores sao iguais). Dado operadores
A,B € L(E,F) e bases arbitrarias U = (&1,...,&,) eV = 1,...,Nm), entdo
A=B = (mi, A&G) = (ni, BE;) Vi, j

Demonstrag¢ao. “=" Trivial. “<” Axioma (BL) na primeira entrada de (-,-) e
propriedade (ND) em Lema 10.1.2. O

Exemplo 10.1.4 (Produto euclidiano em R™). A fungéo
(90 R" xR" - R
Y1
(oY) =Tyt Ty = [21 .. @] |
Yn
¢é chamado de produto euclidiano em R™. O leitor pode verificar os 3 axiomas.

Caso nao especificamos diferentemente o R™ sempre serd munido do produto
euclidiano.

Exemplo 10.1.5 (Produto interno mediante integracao). No espago vetorial
C%(Ja, b]) das funcdes reais continuas num intervalo [a, b] integragao

(f.g) = / f(@)g(x) dz (10.1.1)

define um produto interno. Deixamos ao leitor verificar os 3 axiomas.

Exemplo 10.1.6 (Integracao nao dando produto interno). No espago vetorial
C°(R) das funcoes reais continuas no R inteiro, integracdo, nem sobre R, nem
sobre um intervalo [a, b],

= [ T @) de, (fg) = [ rwgta) ao

define um produto interno em C°(R), nio.
O problema no primeiro caso séo valores infinitos, por exemplo (2, 3),, = co.
O problema no segundo caso é o axioma (P0S). Seja u: R — R uma funcéo
continua a qual anula-se em [a, b], mas néo no complemento inteiro. Por exem-
plo, suponha u(b+ 1) = 1. Assim u # O néo é a fungdo nula, mas a integral
(u,uy = fab u(x)? dz = 0 nao é positivo.

Exemplo 10.1.7 (Polinémios em R e integragao sobre [a,b]). Em contraste ao
espaco C°(R), no espaco vetorial dos polinémios P(R) integracio sobre [a, b]
produz um produto interno! Deixamos ao leitor mostrar que (10.1.1) realmente
satisfaz o axioma (POS).

[Dica: Em quantos pontos um polindémio de grau n pode-se anular no méximo?|
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Normas — norma induzida
Definigao 10.1.8. Uma norma num espago vetorial real X é uma fungao
|| : X = [0,00), x> ||

a qual satisfaz os trés axiomas

(HOM) |043L‘| =« |.T‘ (homogeneidade) = |0| =0
(A) |$ + y| < ‘m| + |y‘ (desigualdade triangular)
(POS) z#£0=|z|>0 (positividade)

para todos os vetores z,y € X e escalares a € R. Neste caso X é chamado de
espacgo vetorial normado.

Definicao 10.1.9 (Norma induzida). Num espago vetorial E com produto in-
terno existe para cada um vetor v um numero nao-negativo

)y "=V <v,v> > 0

chamado de norma induzida de v, ou informalmente o “comprimento” do
vetor. Um vetor de comprimento |v] = 1 é chamado de vetor unitario e as
vezes denotado de v para énfase.

o] = v

Lema 10.1.10. Num espaco vetorial EE com produto interno a norma induzida é
uma norma. Além disso para todo vetor ndao-nulo o := ‘—ilu € um vetor unitdrio.

Meétricas — métrica induzida
Definicao 10.1.11. Uma métrica® num conjunto M é uma funcao
d: M x M — [0,00)
(¢,p) — d(g;p)

a qual satisfaz os trés axiomas

(SIM)  d(q,p) = d(p,q) (simetria)
(A)  d(g,r) <d(g,p) + d(p,r) (desigualdade triangular)
(POS)  d(q,q) =0 mas qg#p=d(q,p) >0 (positividade)

para todos os pontos ¢q,p € M. Neste caso M é chamado de espago métrico.

Definicao 10.1.12 (Métrica induzida). Num espago vetorial normado a funcao
d(z,y) = dy(z,y) := |z — y|

é chamado de métrica induzida ou distancia entre dois pontos.

Lema 10.1.13. A métrica induzida d(x,y) := |x — y| € uma métrica.

Entao produtos internos disponibilizam normas e normas disponibilizam
distancias. As inclusoes séo ilustrados na Figura 10.1.

3 Métricas sdo também chamadas de fungdes distancia ou simplesmente distancias.
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: (M/OW - PR W()L/Vf(d)
v (X, 1) _— *opeen bov i ado

%/}at‘,n (o
// pvodu&; tudsius

(E, ¢, Y)

Figura 10.1: Produto interno — norma — funcao distancia

10.1.1 Produto interno e espaco dual — dualidade

Um produto interno (-, -) num espago vetorial E com dim F = n finita dis-
ponibiliza um isomorfismo candnico* entre E e seu espaco dual

D: E — E* = L(E,R)

v (0. (10.1.2)

chamado de dualidade e onde (v,-) é a transformagéo linear abreviada de
v = (v,): E—=> R, ur (v,u)

Teorema 10.1.14 (Dualidade). O operador D em (10.1.2) é um isomorfismo.

Demonstragao. Linearidade de (10.1.2) vale segundo o axioma (BL) de bi-
linearidade. Injetividade vale segundo o axioma (POS) na sua incarnagao (ND)'.
Sobrejetividade é equivalente a injetividade segundo Corolario 5.4.2 porque as
dimensoes dim ¥ = n = dim F* sao iguais segundo Lema 4.1.20. O

Exercicio 10.1.15 (Produto interno induzido no espago dual). Mostre que
() =(D7' D7) E*x E* - R
¢ um produto interno no espago dual de F.

Exercicio 10.1.16. Seja E um espaco vetorial com produto interno (-, -) e seja
B = {&,...,&} uma base de E. Dado ndmeros ay,...,a, € R, prove que
existe um unico vetor w € F tal que

<w>§1> =Q1, -.., <w7§n> = Q.

4 Canénico significa sem a necessidade de fazer escolhas das quais o objeto construido
eventualmente vai depender. Por exemplo, se dim E = dim G, entdao F e F sdo isomorfos
segundo Corolario 5.3.9, mas ndo tem um isomorfismo canénico geralmente. E de um isomor-
fismo com muita escolha geralmente ndo pode extrair informagoes intrinsecas.
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As afirmagbes continuam em Lema 10.1.17.

[Dica: Proposicao 4.1.12 diz que uma transformacao linear ¢: F — R é deter-
minada por seus valores numa base, dizemos 1¢§; := ;. Defina w := D~14).]

Lema 10.1.17 (Continuando Exercicio 10.1.17). Seja E um espago vetorial
com produto interno (-,-) e seja B = {&1,...,&,} uma base de E. Prove que
existe uma tnica base V = {m,...,n,} de E tal que

(ni,&5) = dij, ,7=1,...,n

Defina a;;j = (§;,§;) e bij == (n;,m;), ondet,j =1,...,n. Prove que as matrizes
a = (ai;) e b= (b;;) sdo inversas uma da outra.

Demonstra¢io. Dado uma base B = {&1,...,&,} de E, seja B* = {¢1,...0n}
a base dual (4.1.5) de E*. Isomorfismos levam base em base (Teorema 5.3.7),
assim V := D7!3* é uma base de E. Para os elementos 1; := D~ '¢; de V vale

4.1.5

: (D(D™'0)) & = ¢k 415,

).1.2

Il

_ (1
(i, &) = (D794, &)
Segundo Teorema 7.2.5 [y = D™'D traduz em [Ig]z 5 = [D_lD}B 5 Assim

(7.2.4)

1= [IE]B,B = [DilD]B,B (7i5) [Dil] D]B,B* = ba

B*,B[

onde resta provar a dltima identidade. (Como as matrizes sdo quadradas 1 = ba
é equivalente a 1 = ab.) Mais detalhado, resta provar que

C:= [D_l]g*ygzb:: (<77i777j>) , d= [D]B,B* =a:= (<§u£}>)
Comecgamos com a definicao de

bjiiz

[

o~ o~~~

b O3

—~ |"3“3
_

g‘%i'/i/

[

s 3

-

=

3

i (D71¢;)
I I §ncm)

[+
S Ss SS
™~
—
ANy

I
£
>

onde * vale por definigao (7.2.1) da matriz [D~'],. , =: (¢;;). Deixamos ao
leitor provar similarmente a;; = d;;. O]



110 CAPITULO 10. PRODUTO INTERNO

10.1.2 Produto interno e matrizes

Seja G um espago vetorial de dimensao finita n. Uma vez fixado uma base
ordenada B de G, tem uma aplicagao

® = d5: ST (n) — {produtos internos em G}

entre os conjuntos ST (n) das matrizes reais n x n simétricas positivas® e dos
produtos internos em G.
De outro lado, tem uma aplicacao

® = ®p: {bases ordenadas de G} — {produtos internos em G}

entre os conjuntos das bases ordenadas de G e dos produtos internos em G.

A matriz de um produto interno

Definicao 10.1.18 (Matrizes do produto interno). Dado uma base ordenada
B=(&,...,&,) de E| calcule todos os nimeros reais

gij = (&, &j)
e coloque numa matriz quadrada denotada, dependente do contexto, de
g =85 = 9]z = (9ij); ;-1 € M(n xn)

Esta matriz é chamada de matriz do produto interno em respeito a base B.
Deixe nos simplificar também a notagao dos vetores coordenadas

U1
u=ug=ug:=|:!|€Mnxl)
Uy,
dos vetores u € E em respeito a B, veja (7.1.2).

Comentario 10.1.19. Note que gz é uma matriz real simétrica positiva.
Usando a base B e os vetores coordenadas ug pode-se escrever o produto interno
em E como produto matriz ou como produto euclidiano

n
(u,v) = Z uigijv; = u' g v =(ugv),=: (u,v)g (10.1.3)
i,j=1 IXn pxp nx1

para os vetores u,v de FE.

5 Uma matriz real quadrada g é chamada de matriz positiva se

n

Z Gijuih; > 0
ij=1

para todas as listas ndo nulas u € R™.
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Exemplo 10.1.20. Nos polinémios reais de grau menor ou igual um
P1(R) := {p(x) = ap + a1z | ap,a; € R}

considere a base ordenada B = (£1,&) = (3,1 + z). Integragdo

1
(pra) == / p(z)q(z) dz

—1
da um produto interno em P;(R) cuja matriz em respeito a B tem entradas

1
3-3dr = 92", =18
1

g1 = (&, &) Z/

g22 1= <§2,§2>:/71(1+x)~(1+z)dx: (:c+z2+x3/3)}171 =8/3

1
g12 = (£1,62) :/ 3(1+x)de = (3:c+3:c2/2)|1_1 =6
-1
(SIM)

g21 :=(£2,&1) = (&1,&) =912 =06

Exercicio 10.1.21 (Continuamos Exemplo 10.1.20). Determine a distancia

d(é1,6) =& — &| = V(6 — &.6 — &)

dos dois membros da base de £ = P;.

Uma solugao em E. Inserindo na férmula obtemos para o quadrado

1
1 26
d(&1,6)" = / (B0 +a) do=(do+2° +32°)],__, =5
g
! 444422

Outra solugao em coordenadas. A matriz [g], jé conhecemos, calculamos

- ala =l o = o] - [1] = [ 4]

Com isso, usando (10.1.3) no primeiro passo, obtemos

d(&1,&)% = ([& — &g, 9)s [ — &lp)o
AL sk ),
i L)),

Il
N N T
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O produto interno de uma base ordenada

Proposicao 10.1.22 (Existéncia de produtos internos). Um espago vetorial
real G de dimensao finita n admite um produto interno — um produto interno
(u,v) para cada uma base ordenada B.

Demonstrag¢ao. Dado uma base ordenada B = (&1,...,&,) de G, defina
(u,v)p = (u,v), (10.1.4)
para u,v € G onde u = [u]; € R" é o vetor coordenada, veja (7.1.2). O

Exercicio 10.1.23. Seja G = R™. Mostre que o produto interno associado a
base candnica (-, )¢ = (-, )o reproduz o produto euclidiano no R™.

10.2 Ortogonalidade

Definigao 10.2.1. Seja E um espagco vetorial com produto interno.
(i) Chama-se dois vetores u e v ortogonais, ou perpendiculares, simbolo
u L v, se tem produto nulo (u,v) = 0. (Note O L v para todos vetores.)

(ii) Chama-se X C E um subconjunto ortogonal se os vetores de X sao
dois-a-dois ortogonais.

(ii) Chama-se X C E um subconjunto ortonormal (ON) se X é composto
de vetores unitarios dois-a-dois ortogonais.

(iv) Uma base Z = {¢1,...,¢,} é chamado de base ortonormal (ON) se
1 ,i=j
) =0 = 10.2.1
(eire5) J {O it ( )

onde d;; é o simbolo de Kronecker.

Teorema 10.2.2 (Conjuntos ortogonais, sem O, sdo LI).
X C E\{O} conjunto ortogonal = X LI

Exercicio 10.2.3. Dado uma base ON Z = {ey,...,e,} de E, mostre que
n
’U:Z?Jlfi = U,‘:<€Z‘,U>, 1=1,...,n
i=1

para cada um vetor v € E.

Exercicio 10.2.4. Seja B uma base ordenada de um espaco vetorial real G
de dimenséo finita n. Seja (u,v)p o produto interno correspondente (10.1.4).
Mostre que B é uma base ON de (u, v)z.

Exemplo 10.2.5 (Conjuntos e bases ortogonais).
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a) A base candnica £ é ortonormal em respeito a (-, ).
b) O conjunto {(0,0),(—1,1)} é ortogonal em R?.
¢) O conjunto {(1,1),(—1,1)} é uma base ortogonal de R?.

Teorema 10.2.6 (Teorema de Pitdgoras generalizado). Sejam u,v € E, entdo
ulw & lu+ v = |u]* + v]?
Exemplo 10.2.7. Para vetores ndo-nulos u, v € R? ter produto nulo

0= (u,v)o = |u] - |v| - cos Z(u,v)

é equivalente que o angulo entre eles é rectangulo, ou seja Z(u,v) € {Z, 3}

10.2.1 Projecao ortogonal sobre uma reta

Definicao 10.2.8 (Projegao ortogonal sobre uma reta Ri). Seja E um espago
vetorial com produto interno. Para u € E nao-nulo, seja @& = ﬁu o vetor
unitario correspondente, definimos a transformacao linear

pr,: E—FE

(w0l ()

V= <u,u>

U =: pryv

Comentario 10.2.9 (Idempotente - projecao).

a) pru(au) = Oy = OU = pruhRu = Iru
b) (pr,)*v= pr, pr,v=Dpr,ov e assim pr, é uma proje¢io em E.
~

I em Ru €Ru

Lema 10.2.10 (Projecbes ndo aumentam comprimento). |pr,v| < |v| Yv € E

Demonstragao. O]

10.3 Angulos e cumprimentos em (R2, (-, -))

Comentéario 10.3.1. Para u = (o, ) € R? vale

dist(u, 0) "= V/a? 4+ 82 = \/{u,ubo = Julo
Lema 10.3.2. Para u,v € R?\ {O} vale (u,v)o = |uo - |v|o - cos Z(u,v).
Comentario 10.3.3. Sao equivalentes

(u,v)0=0 < cos0=0 < 0O€{n/2,3n/2} & wulw
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10.4 Desigualdades

Proposicao 10.4.1 (Desigualdade de Schwarz). Para vetores u,v € E vale

[(u, )] < ful - [v]
onde igualdade “=" € equivalente a um de u,v € multiplo do outro.
Proposic¢ao 10.4.2 (Desigualdade triangular). Para vetores u,v € E vale
lu o] < |u| + |v|

onde igualdade “=7 € equivalente a um de u,v € multiplo nao-negativo do outro.

10.5 Ortonormalizacao segundo Gram-Schmidt

Hipétese. Seja X = (&1,...,&,) uma base ordenada de um espago vetorial E
com produto interno. Denotamos de

" 2:<£1>C"‘C‘Fk ::<§1a"'7§k>‘c"'CFn:: (€1,--56n) = E

os subespacos gerados pelos primeiros 1,2, ...,n membros da base X.

Passo 1. Vamos construir iterativamente bases ortogonais

(1) base ortogonal {n;} de Fy: escolha 11 := &; e j& pronto
(k) dado k > 1 suponha que {71,...,nx} é base ortogonal de F}, e defina

k k
Nis §kt1
Mt =&k — Py &en = e — ) VELESH i (10.5.1)
i—1 =1 (mi:mi)
(k+1) entao {n1,...,Mk, Nk+1} € uma base ortogonal de Fj11

0 processo usa o ultimo membro &, de X quando k=n—-1=k+1=n

(n) ao fim obtemos a base ortogonal {n1,..., 7k, Mk+1,.--,Mn} de F, = FE

Demonstracgao (k) = (k + 1). Suponha (k) e defina 71, entdo

(k)

a) er Lo,k (Me41,m5) = (Ehv1,ms) = (Eha1,m5) =0
k

b) nk+1 & Fi w (my...,nk) 2O suponha por absurdo nx+1 € (M1, ..., k)

= &et1 € (M. .-, ) = Fr = (&1, ..., &) contradigao

(k)
) Met1 € Frqa Met1 € N1y My Errr) = (§10v 0, &y Errr) = Flop
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Segundo hipotese (k) o conjunto {n1,...,n,} é LI. Além disso ny41 é nao-
nulo segundo b) e ortogonal a 71,...,n; segundo a). Sendo assim o conjunto
ortogonal {71, ..., Nk, Nk+1} é LI segundo Teorema 10.2.2. Note que o subespago

<771a"'777k+1> C <£17'-'7£k+1>

é contido num subespago da mesma dimensao k 4+ 1. Entao os dois sao iguais
segundo Teorema 3.2.1 (d). Por isso {n1,...,nk+1} é base ortogonal de Fj1.

Passo 2. A base Z := {#1,...,7,} de E é ortonormal.

Comentario 10.5.1. No caso que {41 ja é ortogonal a 7, ...,n; a definigdo
de k11 mostra que ngy1 = k1. O processo de Gram-Schmidt ndo muda 1.

Exercicio 10.5.2 (Listas arbitréarias). Seja ({1, ...,&¢) uma lista arbitrdria de £
vetores §; € E, dobros e o vetor nulo tudo permitido. Pode-se aplicar o processo
de Gram-Schmidt com a seguinte modificacao pequena da hipdtese

(k) dado k > 1 suponha o conjunto {71, ...,nx} é ortogonal e gera F}, defina

k k
Mot = &t — O P&t = Spr — Y (s ) s
ni#0 ni#0
Obtém-se também uma lista (11, ...,n¢) cujos membros sdo dois-a-dois ortogo-

nais, s6 agora é possivel que uns sao nulos. Com efeito, mostre que

k
&1 € (€15 k) © Msoome) = M1 =0

[Dica: Note que (7);,&k+1) é a i-ésima coordenada do vetor 41 na base ON
composto daqueles 7); onde 17; # O é nao -nulos. Exercicio 10.2.3.]

Exercicio 10.5.3. Determine uma base ON do subespaco F' C R3 gerado por

1

51: -1 ; 52:
1

— =

1
y 53 =10, <'a > = <'7'>0
1

Solugado com Gram-Schmidt (GS). Definigio (10.5.1) dos g1 diz que
1

m=&= -1, |ml’:=mm)=12+(-1)*+1>=3
1

1 1 1 1 1
, 1 8
PP 1) —< 1], 1> ~1| =2 2|, Il =3
1 1 1

m[? 3
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(§]
N3 =2E&3 _<771>€23> m _<7727§23> 2
|71 72|
1 1 1 1 1 3/, 1 1 , 1
— ol —=(|=1|,lo| V]=1] =2{212]|,]o] )2 |2
3 8 3 3
_1 1 1 1 1 1 1
— —
=2 2
=52
(1] 1 1 0
2 1
= 1|0 -3 -1 -3 21 = |0
1] 1 1] o

Segundo GS e como 13 = O sabemos que F := (£1,£2,&3) = (n1,m2,m3) =
(m,n2). GS diz que o conjunto {n;,n2} é ortogonal, entdo LI segundo Teo-
rema 10.2.2 usando que 72,72 # O. O conjunto ortogonal {n;,n2} é uma base
ortogonal de F' porque é LI e gera F. Uma base ON é composto dos vetores

1

1
1 — 1 [_ — _ V32 - 1
T R i e R R IR ) B (10.5.2)

N

10.5.1 Existéncia e extensao de bases ortogonais

Lembramos que um espago vetorial de dimensao finita admite um produto
interno — cada uma base ordenada B induz um, notagdo (-, -)g, veja (10.1.4).

Teorema 10.5.4 (Existéncia). Um espago vetorial E com produto interno e de

dimensao finita n admite uma base ON Z = {e1,...,en}.
Demonstrag¢ao. Pegue uma base ordenada X = (&1,...,&,) de E e aplique o
processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt. O

Proposicao 10.5.5 (Extensdo). Seja E um espago vetorial com produto in-
terno. Toda base ON X de um subespaco F' estende-se a uma base ON de E.

Demonstragao. Segundo Teorema 3.2.1 (b) a base X = {{1,...&;} de F é con-
tida numa base ordenada ) de E, dizemos Y = (&1, ... &k, Ept1, - - -, En)- Aplique
Gram-Schmidt para obter Z = (&1,...&k, Ext1,---,6n)- O

10.5.2 Projegao ortogonal sobre um subespacgo

O processo de Gram-Schmidt prova a existéncia de bases ONs (pegue qual-
quer base e aplique o processo). E importante usar uma base ON nesta defini¢ao:
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Definicao 10.5.6 (Projecao ortogonal sobre um subespago F'). Escolha uma

base ordenada ON Y = (g1, ...,¢&) de F e defina a transformagéo linear
prp: E—=FE
k
10.5.3
vr—>Zpr va&,v)si ( )
i=1
Teorema 10.5.7 (Propriedades da projecao ortogonal). 1. prp € linear

2. (prp)? = prp

3. bem definido (independente da base ON Y)

4. prp|lp =1Ir € L(F)

5. Im(prp) =F

6. w:=w—prpv) L f VfeF

7. Yv € E wale® dist(v, F) := minsep dist(v, f) = [v — prpo]

Demonstragao. O

10.6 Complemento ortogonal

Definigao 10.6.1. O complemento ortogonal de um subconjunto nao-vazio
X C FE é definido assim

Li={veFE|(vf)=0VfeF}
Exercicio 10.6.2. Seja X C F um subconjunto nao-vazio. Mostre que
(i) o complemento ortogonal X+ é um subespaco de F
(i) ou X+ é disjunto a X, ou X+ N X = {0}
(iii) YcX:>chYl
v) X

(i = (X)*
Proposicao 10.6.3 (Relagoes entre I e F- e a projecio pry de (10.5.3)).
Para subespacos F' de E wvale o sequinte.

(i) F = N(prp)

(ii) F = Im(prp)

(ili) E=F&® Ft edimE = dim F + dim F+

(iv) prp = PppL veja (6.1.1),

(v) (FH)t=F

6

como dim F' < oo infimo igual minimo
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Demonstragao. O

Exercicio 10.6.4. No Exercicio 10.5.3 temos calculado a base ON Z = {e;, 2},
veja (10.5.2), do subespago F := (£1,&a,&3). Determine uma base ON do com-
plemento ortogonal

Ft={veE|(wf)=0VfcF}={veR|vLe,vle}

Vale a ultima igualdade porque a condi¢do (v, f) = 0 é linear em f, entdo é
suficiente checar para os elementos f de uma base sé.

Uma solugao.

T 1

vleg: 0:< y ’% -1 >=\}§(ﬂc—y+z)
| %] _1
(2] (1

v L e 0:< Yy 7% 2 >:\}é(x+2y+z)
z 1

Multiplique identidade um por v/3 e dois por v/6 e forma a diferenca das iden-
tidades resultantes para obter

0-0=0-3y—0 = y=20
Com isso obtemos da identidade um que

1
z=—z, z € R livre, Ft=R|0
-1

Uma base ON de F+ é composto do vetor %(1, 0,-1).

10.7 Exercicios e umas solugoes
Exercicios.
1. Prove que (-,-) : R? x R? — R dado por
((z1,22), (y1,92)) = 22191 — T1Y2 — T241 + 2T2Y2,

define um produto interno em R2.

2. Seja E um espago vetorial com produto interno (-, -). Prove que para todo
u,v € K

lu+ o>+ |u—v> =2ul® + 2 (10.7.1)

onde |- |:=4/(:,-) é a norma induzida. Interprete (10.7.1) geometrica-
mente.
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3. Considere os vetores v = (2,—1,2), v = (1,2,1) e w = (-2, 3,3). Deter-
mine o vetor de R3 que é a projecao ortogonal de w sobre o plano gerado
por u e v.

4. Considere a base U = (&1, &2, &3} de R3 onde
51 = (17 17 ]‘)7 52 = (17 _17 1)7 63 = (]-7 _]-7 _]-)

Aplique o método de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal
B = (e1,€9,e3). Determine a matriz p de passagem da base U para a
base B.

5. Determine as bases obtidas de U = (&1,&2,&3) pelo processo de Gram-
Schmidt nos casos seguintes:

(a) 1= (37070)a §o = (_1’370)a &3 = (2a -9, 1);
(b) 51 = (_1’ 150)7 52 = (57070)’ 53 = (2a _273)'

6. Sejam Fy, Fo C E subespagos. Prove que
(a) (Fy+ Fy)*t =FfnEt (b) Fit + F5- = (Fy N Fy)*.

7. Prove que o produto vetorial - x - : R3 x R?® — R3 definido no
Exercicio 7.4.5, satisfaz:

(a
(b

XV =—vXu;
X (v+0)=uxv+ux7

¢) u X (aw) = a(u x v), para todo o € R;

u X v é ortogonal a u e ortogonal a v;

) u
) u
(c) u
(d) uxv#0 <= {u,v} é um conjunto LI;
e)
)

(
(f

€1 X eg = e3, €y X e3 = €1, €3 X €1 = éq.






Capitulo 11

A adjunta

Neste Capitulo 11 consideramos exclusivamente espagos vetoriais de di-
mensao finita com produtos internos

e dimensoes n := dim E e m := dim F. Dévido aos produtos internos o corpo
sempre serd K = R. Em vez de (-,-)g ou (-,-)r escrevemos simplesmente (-, -),
o contexto indica do qual produto interno trata-se, aquele de E ou F.

11.1 Definicao e propriedades
No teorema seguinte dimensao finita é essencial.
Teorema 11.1.1. E um isomorfismo a transformacao linear definida assim

X=X,y E— E":=L(E,R)
v (v, )

onde (v,-): E — R € a transformagao linear u — (v, u).
Demonstragao. Linear: Para a, 8 € R e u,v € E axioma (BL) da
x(au + Bv) = (au + v, ) = alu, ) + B{v, ) = ax(u) + ax(v)
Bijetivo: Segundo Corolario 7.2.6 as dimensoes sao iguais
dimE* =dim £L(E,R) =dim E - dimR = dim E < oo
Segundo Coroldrio 5.4.2 é suficiente mostrar injetivo: Suponha x(v) = O €

E*. Obtemos Yu € E: (v,u) = x(v)u = Ov = 0. Entdo axioma (ND)' em
Lema 10.1.2 diz que v = O € E. Isso mostra que y € injetivo, assim bijetivo. [
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Definicao 11.1.2 (Adjunta). A adjunta de uma transformacao linear A: E —
F entre espagos vetoriais com produtos internos é num ponto w a composi¢ao

A F = FE
w (X<.,.>E)_l (w,A)p
das transformacoes lineares [v — (w, Av)p] € E* e (x(.y,) ' E* — E.
Proposicao 11.1.3 (Critério para adjunta). Sejamy € E e w € F, entao
y=A"w & (y,v) = (w, Av) Yv € E
Demonstracdo. Dado y € E e w € F, sao equivalente

Y= A= () M, AYe & (w0, AV = X(ypy = (1)

Coroldrio 11.1.4. Seja A € L(E, F), entdo
(A*w,v) = (w, Av) (11.1.1)
para cada um w € F ev € E.

Demonstracao. Proposicao 11.1.3 “=". O

Teorema 11.1.5 (Regras bdsicas para a adjunta).
i) I=1I"

(i) (A+ B)*=A*+ B*

(i) (aA)* = aA*

(iv) (BA)* = A*B*

(v) (A7) =4
Demonstra¢do. Para cada um de (i-v) aplique (11.1.1) junto com Lema 10.1.3.
Tustramos o principio provando (iv) deixando os outros itens para o leitor. Vale

((BA)*w,v) = (w, BAv) = (B*w, Av) = (A*B*w, v). O
Teorema 11.1.6 (Injetividade e sobrejetivade de A e A*).
(i) A injetivo & A* sobrejetivo
(ii) A sobrejetivo < A* injetivo
(iii) A isomorfismo < A* isomorfismo
Demonstragao. (i) Sao equivalente
A injetivo & existe inversa & esquerda B de A: BA=1Ig < A"B" = Iy
& existe inversa & direita C (=B")de A*: A*C =1Ig
& oA sobrejetivo
conforme 1 Teorema 5.2.6, 2 Teorema 11.1.5 (i,iv), e 3 Teorema 5.1.3.

(i) Parte (i) diz que B := A* injetivo < sobrejetividade de B* = (4*)* = A.
(iii) Isomorfismo é linear e bijetivo (injetivo e sobrejetivo). Aplique (i) e (ii). O
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/1///{) Ju (4)
A

—

« = LS
o (A7) AT o

Figura 11.1: Operador A e sua adjunta A* tem subespacos ortogonais

Adjunta e ortogonalidade

Teorema 11.1.7. Seja A*: F — E a adjunta de A: E — F. Os dois su-
bespacos naturais de B sao complementos ortogonais, igualmente para F', ou seja

N(A) = Im(A*)*,  Im(A4) = N(A*)*

Demonstracio. v € N(A) & Av =0 < Vw e F: 0= (w, Av) = (A w,v) &0 =
(u,v) Yu € Im(A*) &: v € Im(A*)+. Analogamente para afirmacio dois. [
Coroldrio 11.1.8. Sdo iguais posto(A) = posto(A*).
Demonstragao. Segundo Teorema 11.1.7 e Proposigao 10.6.3 (iii) vale

dimIm(A*) = dim N(A)" = dim E — dim N(A4) = dim Im(A) (11.1.2)
onde o ultimo passo é o Teorema 5.4.1 de nicleo e imagem. O
Proposicao 11.1.9. Seja A € L(E) e seja F C E um subespago, entdo

F subespaco invariante por A & Ft subespago invariante por A*
Demonstracdo. “=" Dado g € F+, a mostrar: A*g € F-. Seja f € F, entdo
(f,4%) =(Af, 9 ) =0
EF eF+

Como f € F foi arbitrario, segue que A*g € F*.
“«<” Aplique a parte ja provada “=" para G := F+ e B := A* usando que vale

Gt=(FHt =F, B*=(A")"=A
segundo, respectivamente, Proposi¢ao 10.6.3 (v) e Teorema 11.1.5 (v). O
Lema 11.1.10. Dado A, B € L(FE), entao
B*A=0 = Vve E: Av L Bv
Particularmente A*A=0 = A=0.

Demonstragio. Seja v € E. Vale (Av, Bv) = (B*Av,v) = (O,v) = 0. Particu-
larmente vale (Av, Av) = 0. Assim Av = O segundo axioma (P0S). Como v € E
foi arbitrario o operador A = O é nulo. O
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Matrizes

Teorema 11.1.11 (A matriz da adjunta é a matriz transposta). Sejo a =
(aij) == [A] x y a matriz de uma transformagdo linear A: E — F em respeito a
bases ordenadas ortonormais X = (&1,...,&n) €Y = (M1, ... Nm). Entdo

() a=[A]lyy & a'=[47]
(i) ai; = (mi, AE;)
Demonstragdo. (i) Seja a := [A]y 5, e b :=[A"], . Segundo da definicao das

V,X

matrizes temos A&; = YL, meag; para j =1,...,n e A*n; = Y."_, &by para

i=1,...,m. Usando isso e axiomas (BL,SIM) obtemos
n n
bji = me 5]'7" - <§jvzf7”bri> = <A*nu£j>
r=1 ~~ r=1
(&5.6r) —_——
A*ny
4 m
= AL )= as (me) = an
~~ —1 "
2o Mear; =0ij
onde passo 4 é Proposigao 11.1.3. Bases ON sdo essenciais. Ja provamos (ii). O

O proéximo resultado re-confirma o Teorema 4.2.2 dizendo que o posto de
uma matriz é igual ao posto da matriz transposta.

Corolario 11.1.12. Consideramos uma matriz real a € M(m x n) como trans-
formacao linear R™ — R™ entre espacos cada um munido do produto euclidiano
e da base candnica. Entdo a adjunta a* = a' é a matriz transposta. Assim
posto(a) = posto(a’).

Demonstragdo. Teorema 11.1.11 (ii). O
Comentario 11.1.13. As regras bésicas do Teorema 11.1.5 tomam para ma-
trizes (visto como transformacoes lineares e usando a* = a') a forma seguinte
1"=1, (a+b)=a’'+b’, (ea)=ca’, (ba)'=a’b’, (a’)f=a
Sim, estas regras prova-se mais rapido diretamente, tal-vez exceto (ba)® = a’b?.

Comentdrio 11.1.14 (Injetividade e sobrejetivade de a e a'). As afirmagoes

do Teorema 11.1.6 tomam a forma seguinte para matrizes a € M(m x n) — visto

como transformacoes lineares e usando a* = a’.

(i) a injetivo < a’ sobrejetivo
(i) a sobrejetivo < a' injetivo
(iii) a isomorfismo < a’ isomorfismo
Corolario 11.1.15. Seja a € M(m x n) e b € R™, entdo
ax = b possui uma solu¢do & b L N(a")

Demonstragio. Segundo Exemplo 5.0.20 sdo equivalente ax = b < b € Im(a),
mas Im(a) = N(at)L segundo Teorema 11.1.7. O



11.2. FORMULA PARA INVERSA A DIREITA/ESQUERDA 125

11.2 Foérmula para inversa a direita/esquerda

Proposicao 11.2.1 (Inversas a direita e esquerda). Seja A € L(E,F).
a) A sobrejetivo = AA* € L(F) € invertivel e AA*(AA") ' =1Ip
b) A injetivo = A*A € L(F) € invertivel e (A" A) ' A" A= Ig

Demonstragio. a) Segundo Teorema 11.1.6 sobrejetividade de A significa in-
jetividade de A*. Isso implical que AA*: F — F ¢ injetivo, assim segundo
Corolério 5.4.2 (mesmas dimensdes) bijetivo, entdo um isomorfismo.

b) Aplicando a) para B := A* usando (A*)* = A segue que A*A é invertivel. [

De fato os postos de AA* e de A* A s&o igual ao posto de A como vamos ver
no Corolério 12.4.10.

Lema 11.2.2. Dado A € L(E, F), as restrigdes
Al: Im(A*) = Im(A4), A*|: Im(A) — Im(A4%)
sao isomorfismos (ainda que geralmente ndo sdo inversas um do outro).

Demonstragio. E bem definido e injetivo como Im(A*) = N(A)*, entéo bijetivo
como dim Im(A) = dimIm(A*) segundo (11.1.2). Analogamente para A*|. [

Exemplo 11.2.3 (Néo séo inversas um do outro).

1 0

A= F 1} € L(R?), A" = [1 X

01 } € L(R?)

Sao invertiveis como o determinante é nao-nulo, assim sobrejetivo, ou seja
Im(A) = Im(A*) = R?, mas

4|11
A*A = [1 2] # 1

entdo A* # A7L

11.3 Trago — produto interno em L(E, F)

Exercicio 11.3.1.
Considere o produto interno no espago vetorial M (n x n) definido por
(a,b) :=tr (afb) = E a;;bij.
(2%}

Mostre que o subespaco A das matrizes anti-simétricas é o complemento orto-
gonal em M (n x n) do subespago S das matrizes simétricas:

A=8t ¢ S®A=M(nxn).

1 Suponha v € N(AA*), ou seja AA*v = O, entdo Im(A*) > A*v € N(A) = Im(A*)*.
Consequentemente A*v = O, entdo v = O como A* é injetivo.
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N = |\ cax/

Jn(A) = Jua (A"

Figura 11.2: Operador normal A (< A* normal)

11.4 Operadores normais

Definigao 11.4.1. Consideramos operadores lineares A em E as quais comutam
com sua adjunta AA* = A*A. Tal A é chamado de operador normal.

Um operador A é normal se e somente sua adjunta A* é normal, e neste
caso cada um imagem Av e A*v tem a mesma norma. Operadores normais tem
a propriedade que A e a adjunta A* tem os mesmos autovalores e autovetores
associadas, o0 mesmo ntucleo e a mesma imagem as quais sao complementos um
do outro como ilustrado na Figura 11.2.

Exercicio 11.4.2. Seja A € L(F) normal. Prove que
a) a adjunta A* é normal também
b)
¢) v autovetor de A com autovalor A\ < v autovetor de A* com autovalor A
)

d) N(A) = N(A*) e Im(A) = Im(A*) e estes sdo complementos ortogonais

|Av| = |A*v| para todos os vetores v de E

11.5 Exercicios

Para todos os exercicios seja E um espaco vetorial de dimensao n < oo,
munido de um produto interno.

1. Determine uma inversa a direita para
AR = R?, (z,y,2) — (x+2y+32,20 —y — 2),
e uma inversa a esquerda para

B:R?* =R (z,9)— (z+2y,2x —y,z + 3y, 4z +y).

111
A= 1 2]
calcule aa’ e, a partir daf, encontre uma matriz b € M(3 x 2) tal que
ab = ]12.

2. Dado



11.5. EXERCICIOS 127

3. Seja P uma projecao em E (P € L(E) e P? = P). Prove que a adjunta
P* também é uma projecao em E. Dé um exemplo em que P* # P.

4. Uma matriz quadrada a chama-se diagonalizdvel quando é semelhante a
uma matriz d = (d;;) do tipo diagonal (d;; = 0 se i # j), ou seja, quando
existe p invertivel tal que p~'ap = d. Prove que:

(a) a diagonalizdvel = a’ diagonalizdvel.

(b) Se a matriz do operador A € L(F) relativamente a uma base de E ¢é
diagonalizavel, entao o é em relacao a qualquer outra base.

5. Seja A € L(E).

(a) Seja E=F) @ ---® Fy e cada F; é um subespaco invariante por A.
Tome uma base ordenada V de E que seja uma uniao de bases das
F;. Determine a forma da matriz de A na base V.

(b) Se E possui uma base formada por autovetores de A, prove que existe
também uma base de E formada por autovetores de A* : F — E.
[Dica: (a)]






Capitulo 12

Operadores auto-adjuntos

Neste Capitulo 12 consideramos operadores A € L£L(E) num espago vetorial
real ¥ de dimensao finita n e com produto interno, ou seja

A:E_>E7 E:(E7<a>)
Lembramos que dévido ao produto interno o corpo sera K = R.
Definigao 12.0.1 (Auto-adjunto). Chama-se um operador A € L(E) de auto-
adjunto se ele iguale a sua adjunta A* = A.

Observagao 12.0.2. a) O operador nulo O € L(FE) é auto-adjunto O* = O.
O operador identidade I € L(E) é auto-adjunto I* = I.

b) Operadores auto-adjuntos sdo operadores normais.

c¢) Para operadores auto-adjuntos nicleo e imagem sdo complementos ortogonais
N(A) = Im(A4)* segundo Teorema 11.1.7.

Os operadores auto-adjuntos formam um subespaco de L(E).
Lema 12.0.3. Para operadores auto-adjuntos A, B € L(E) vale o seguinte.
(i) Somas A+ B = (A+ B)* e miltiplos reais «A = (aA)* sdo auto-adjuntos.

(ii) A composicio BA, igualmente AB, é auto-adjunta se e somente se A e

B comutam (BA = AB).
Demonstracao. Teorema 11.1.5. O

Lema 12.0.4 (Restricdo preserva auto-adjunto). A restricio de um operador
auto-adjunto A € L(E) a um subespaco F invariante por A € auto-adjunta.

Demonstra¢do. Para todos os f, f € F vale

) =

(o (Al P = (Al ) = (Af T FAL = (f.(AlR) D)
entdo (A|p)* = (A|r) segundo Lema 10.1.3. O
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12.1 Auto-adjunto e ortogonalidade

Lema 12.1.1 (As projegoes auto-adjuntas sdo as projecoes ortogonais). Dado
Um par de subespacos complementares F & G = E, entdo sdo equivalente

P := Ppg € L(E) auto-adjunto & Fla@

Demonstrag¢io. “=" Dado f € F, g € G, como F = FixPp¢c ¢ G = N(Prg)
segundo (6.1.2) obtemos

(f,9) = (Pf,9) "= (f,Pg) =0

“«<" Dado u,u € E. Como F = F & G escrevemos u = f +ge 4= f + g para
tnicos f, f € F e g,§ € G (Teorema 2.3.4). Como F =Fix Ppg e G = N(Pr)

=f
ooy (11.1.1) .\ geN(P) /7 ~
(w, Py = (P(f+g),0) =" (Pf,[+3)
gLf s fL = JEN(P) -
=D E (f+e.PhT=" (u, P
Entao P* = P segundo Lema 10.1.3. O

Proposicao 12.1.2. Seja A € L(E) auto-adjunto e F C E subespago, entdo
F subespaco invariante por A < F* subespaco invariante por A
Demonstragao. Proposigao 11.1.9. ]

Teorema 12.1.3 (Ortogonalidade de autovetores de autovalores diferentes).
Autovetores &y e &, associados a autovalores diferentes A\ # p de um operador
auto-adjunto A = A* em E sdo ortogonais, em simbolos £ L €,.

Demonstragao. Vale que o produto se anula

A=A

(A= 1) {Exs Eu) = (A&, €u) — (€, &) = (A&N, &) — (€1, AL) =70
e assim, como A — u) # 0, segue que (§x,&,) = 0. O

12.2 Matrizes simétricas

Como podemos checar se um operador A € L(E) é auto-adjunto? S6 calcular
a matriz dele em respeito a uma base ON e ver se é simétrica.

Teorema 12.2.1. Seja X = (e1,...,&,) uma base ON de E. Entao os ope-
radores auto-adjuntos correspondem exatamente ds matrizes simétricas n X n.
Com efeito, a aplicagcao entre espagos vetoriais

U = Uy : {operadores auto-adjuntos em E} — S(n)
A a:=[A]l,

é linear e bijetivo (um isomorfismo).
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Demonstra¢do. Bem definido: Com efeito é simétrica a matriz a := [A], =
[A*], = a' onde a tltima igualdade é Teorema 11.1.11.

Linear e injetivo: Teorema 7.2.5.

Sobrejetivo: Dado uma matriz n x n simétrica a = (a;;), define A € L£(E) nos
membros da base ON & assim Aej :=€1a1; + - -+ €nan; € estende linearmente
a E. Entao A é auto-adjunto porque [A], = a = a’ = [A*], onde a dltima
igualdade é Teorema 11.1.11. Mas se as matrizes de dois operadores sao iguais
os operadores sao iguais porque eles tomam os mesmos valores numa base. [

Corolario 12.2.2. Os operadores auto-adjuntos formam um subespaco de di-
mensao n(n + 1)/2 do espago vetorial L(E) onde n = dim E.

Demonstracdo. Segundo Corolario 5.3.9 isomorfismos, assim aquele em Teo-
rema 12.2.1, preservam dimensao e dim S(n) = n(n + 1)/2 segundo (3.2.2). O

Comentario 12.2.3. Seja E = F @ G. Pode-se usar Teorema 12.2.1, simetria
da matriz, para provar Lema 12.1.1 o que diz que

P := Pp g € L(E) auto-adjunto & F1ldG

Sejam {e1,...,ek} € {€k+1,-..,En} bases ONs de F e G, respectivamente. Entéo
X = {e1,...,e,} é uma base ON de E se e somente se F' L G. Neste caso a
matriz de P tem a forma simétrica

L, O
p:=[Ply = [5 Onzj =p'

o que é equivalente a P sendo auto-adjunto (Teorema 12.2.1).

Exemplo 12.2.4. Sejam dois operadores A, B € £(R?) dados por

A(xay> = (.’I?,Qy), B($,y) = (yvx)

Determine quais dos quatro A, B, AB, BA sao auto-adjuntos.

Uma solugao. Obviamente escolhemos a base canénica & = {e1, e2} como base
ON. Auto-adjunto é equivalente a simetria da matriz.

1 o] [t o]
(i) a:=[A] = {0 2} = [0 2} =a'’ e assim A = A* ¢ auto-adjunto

(ii) b:=[B] = {(1) (1)} = b! e assim B = B* é auto-adjunto
0 1
0 2|1 O 2 0

sabemos que AB nao é auto-adjunto

(iii) [AB] = [A] [B] = ab = F 0} {0 1} _ [

] =: ¢, entdao como ¢ # ct

(iv) [BA] = [B] [A] = ba — E) (ﬂ B g] _ E) (2)} —. d, entiio como d # d!

sabemos que BA nao é auto-adjunto
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= e s ~ . 0 1 0 2
Outra solugao (iii-iv). N&o-comutatividade ab = {2 0 # [1 0

é equivalente a ndo-comutatividade AB # BA o que é equivalente, segundo
Lema 12.0.3, a AB e BA ambos nao sao auto-adjuntos.

| = ba

Exercicio 12.2.5. Considere a base ordenada B = (£1,&2) := ((1,-1),(3,1))
de R?. Determine se o operador A € L£(R?) cuja matriz [A]; ¢ dada por

[(lj (-j =[A]g=:a

é auto-adjunto, ou nao.

Uma solugao. A matriz a é simétrica, mas a base B nao é ON. Precisamos
calcular a matriz de A em respeito a uma base ON, logicamente vamos escolher
a base mais simples, a base canénica £. Para determinar [A], comegamos assim

f (1,—1) — €1 — €9

Aey — =Ale1—e2) =A(L-1) =& 1+&-0=86 =
5(37 ].) = 1561 + 562

3Ae; + Aea = A(Ber +e2) = A(3,1) =& -0+ & -5

Adicionamos as identidades para obtermos
4Ae1 + O = 16¢e1 + 4eo = Aei=e1-4+ey-1

e consequentemente a primeira coluna da matriz

b:=[A], = [ix g}

A segunda coluna segue da primeira identidade = Aej—ejt+ey = eq-3+e3-2.
Como a matriz b # b? nio é simétrica, o operador A nao é auto-adjunto.

12.3 Teorema espectral

Proposicao 12.3.1 (Caso dim F = 2). Na dimensao dois para todo operador
auto-adjunto A existe uma base ON X = (£1,&2) composto de autovetores.

Demonstracdo. Escolha uma base ON ) de E. A matriz correspondente

o
a = [A], = [5 ﬂ
é simétrica porque A = A* é auto-adjunto. O polinémio caracteristico é
pa(A) i=praj, (A) == A = (@ + M)A + (ay = 57)
e suas raizes sdo segundo a férmula (9.2.1) dadas por

(a+7) VA
—

Ay = A =(a+7)*—4(ay— 57
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como A = (o —7)? + 482 > 0 é realmente nao-negativo.

Caso A = 0. Entaoa=ve f=0,edaia=all e A = alg. Consequente-
mente o é o unico autovalor e qualquer base ON é composto de autovetores.
Caso A > 0. Neste caso A\ < A, sdo autovalores diferentes de [A],,, assim de
A. Autovetores correspondentes sdo ortogonais segundo Teorema 12.1.3. O

Proposicao 12.3.2 (Existéncia de um autovetor). Todo operador auto-adjunto
A: E — E admite um autovetor v.

Demonstracdo. Segundo Teorema B.5.1 na dimensao finita todo operador linear
admite um subespago invariante F' C E de dimensao 1 ou 2. (Isso ¢ trabalhoso.)
Caso dim F' = 1. Segundo Lema 9.0.4 existe um elemento v € F' e um escalar
A € R tal que Av = \v. Nao temos usado que A é auto-adjunto, vamos préximo:
Caso dim F = 2. Como A: E — E é auto-adjunto a restrigdo A|: F — F
também ¢é auto-adjunta segundo Lema 12.0.4. Segundo Proposigao 12.3.1 existe
uma base ON de F' composto de dois autovetores de A|, assim de A. O

Teorema 12.3.3 (Teorema espectral). Sejan = dimE. Um operador A € L(E)

€ auto-adjunto A* = A se e somente se existe uma base ON X = (él, coén)
de EE composto de autovetores §; de A.

Demonstragio. “=" 1) Segundo a prova da Proposi¢do 12.3.2 existe um sub-

espaco F' C F invariante por A e de dimensao 1 ou 2 e além disso F' chega com

uma base ON composto de autovetores de A.

2) O complemento ortogonal F'* é invariante por A segundo Proposicao 12.1.2.

Assim a restricio A|: F- — F1 existe e, segundo Lema 12.0.4, é auto-adjunto.
Agora repetimos 1) e depois 2). Cada vez a dimensao é reduzida por 1 ou 2.

Por isso o processo termina em nao mais como n = dim F iteragoes.

“<” Sejam ¢; e £; membros da base ON X com autovalores \; e A;, entao
(Giy A"5) = (A&, §5) = (Niiy &) = Nidig = Njoig = (§i, Ai&5) = (&, AE)

Entao os dois operadores A* ¢ A sdo iguais segundo Lema 10.1.3. O

Exercicio 12.3.4. Seja A = A* € L(F) auto-adjunto e n = dim E. Mostre que

a) se X = (&1,...,&,) é uma base de E composto de autovetores de A, entao a
matriz correspondente [A] , = diag[A;,...,\,] é diagonal onde Ay,..., A\,
s@o os autovalores correspondentes (pode ter dobros).

b) autovalores diferentes A # p tem autosubespagos ortogonais Ey L E,,
b) E= @AEspecAE)\ Ex = N(Alp — A)
c) VA €specA: alg,(A) = gr(4) gr(A) := dim E\
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12.4 Operadores nao-negativos

Definicao 12.4.1. Um operador auto-adjunto A = A* € L(F) é chamado de
operador nao-negativo, simbolo A > 0, se (Av,v) > 0 para todo vetor v € E.
No caso (Av,v) > 0 Vv # O chama-se A de operador positivo, simbolo A > 0.

Lembre que o complemento ortogonal v+ de um vetor ndo-nulo é um hi-
perplano de F e assim decompde E em dois semi-espacos cuja intersecio é vr.
Uma interpretacao geométrica do que um operador A = A* é nao-negativo seria
que cada um vetor imagem Av aponta no mesmo semi-espago como o vetor v.
Vamos ver que Av € v s6 é possivel no caso do vetor nulo Av = O.

4

—

;\\ V‘L‘

Figura 12.1: Operador ndo-negativo A > 0 néo inverta direcdo “ao passado”

Exemplo 12.4.2 (Quadrado de operadores auto-adjuntos). 4 = A* = A% >0

Teorema 12.4.3. Seja A = A* € L(E) auto-adjunto. Nao-negatividade de A
€ equivalente a nao-negatividade de todos os autovalores, em simbolos

A>0 < specAC[0,00)
Analogamente A >0 < spec A C (0,00).

Demonstrag¢ao. “=" Seja Av = Av onde v # O, entdao A{v,v) = (Av,v) > 0.
“<” Seja X = {&1,...,&,} uma base ON de F composto de autovetores, ou seja
A& = \& onde A; > 0. Nesta base escreve v € E como v = 2?21 «a;&;, usando

(€, &) = dij obtemos (Av,v) = (3011, @i A&, Y0 &) = o0 e > 0. O
Corolério 12.4.4. Seja A >0 ev € E, entdo

(Av,v) =0 = Av=0
(Escrito em outros simbolos para A>0: Av Lv = v e N(A).)

Demonstrag¢ao. “=" Como na prova do teorema anterior seja X = {&1,...,&,}
uma base ON de E composto de autovetores de A. Suponhamos que os primeiros
k formam uma base Xy = {&1,...,&} do niicleo N(A) = Ey; possivelmente
Xo = 0. Escrevemos v = Z?:l a;&;. Entao a identidade

n

0= (Av,v) = Z a? N
i=k+1 >0
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implica que agy; = -+ = @, = 0. Assim

Av=o0q M &4 Far A &+ ok Agr1bppr + o+ o M =0
0 0 0 0

Coroléario 12.4.5. A>0 & A >0 e A € invertivel

Demonstracdo. “=" Logicamente A > 0 implica A > 0. Segundo Teo-

rema 12.4.3 os autovalores de A sdo > 0, assim N(A) = Ey = {O}. Conse-
quentemente A é injetivo, equivalentemente sobrejetivo, entdo um isomorfismo,
assim invertivel segundo Proposicao 5.3.4.

“<” Seja A > 0 invertivel, particularmente N(A) = {O}. Dado v € E néo-
nulo, entdo Av # O e dai (Av,v) # 0 conforme Corolario 12.4.4. De outro lado
(Av,v) > 0 segundo & hipGtese A > 0. O

Teorema 12.4.6 (Raiz quadrada ndo-negativa / positiva). Todo operador nao-
negativo admite uma unica raiz quadrada ndo-negativa: Dado A > 0, entdo
existe um unico B > 0, chamado de a raiz quadrada nao-negativa de A, tal
que B2=A. Vale B>0 < A >0 e B ¢ chamado de raiz quadrada positiva.

N , - . - 1
Notagoes comuns para a raiz quadrada nao-negativa sao v A ou Az.

Demonstragdo. Seja A > 0. EXISTENCIA. Sabemos que A tem autovalores
Ai > 0 e os autosubespagos Ey,; sao dois-a-dois ortogonais. Com efeito

spec A ={A1,..., A} C [0,00)
onder <n:=dimkF e
E=E\ ® - ®E),

veja os Teoremas 12.4.3 e 12.3.3 e Exercicio 12.3.4. Escrevemos v € E na forma
v = vy + --- + v, para autovetores unicos v; € E},, veja Teorema 2.3.4. Assim
Av = \v1 + - -+ + Apv,. Definimos o candidato para a raiz quadrada assim

B: E— E, v»—)&vl—lm--—i—\/xm

Obtemos imediatamente que B? = A, com efeito

Bzv:B(\/Ev1+~-~+\/)\TUT):\/E2vl+-~-+\/x2vr:Av

Escrevendo w € F analogamente como w = wj + - - - + w, seque que B = B*:

T T

<Bv7w> = Z<\/)‘>jvj7wj> = Z <Uj’ \/)‘»jwj> = <U>Bw>

i=1 i=1
onde temos usado ortogonalidade E)y, L Fj; na igualdade 1 e 3. Similarmente

T

(Bv,v) = Z <vj, \//\T'vj> = i \/>\>j|’()j‘2 >0

=1
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o que conclui a prova de B > 0.

UNICIDADE. Suponha que um operador C > 0 satisfaz C? = A.

1) Os autosubespagos E), de A sdo invariante por C: Dado v € Ej,, segue
Cv € E,, da comutatividade AC' = C'A a qual vale segundo a hipétese C? = A.
2) A restricao C; := C|,, iguale Vi I: A restricio existe segundo 1) e é auto-
adjunto segundo Lema 12.0.4 usando a hipétese C' = C*. Conforme o teorema
espectral existe uma base ON do dominio E, de C; composto de autovetores de
C;. Assim resta mostrar que C; admite sé um autovalor e ele é v/);. Existéncia
de um autovalor é garantido por Proposi¢ao 12.3.2. Suponha entao que C;& = pé
onde £ € Ey, e p € R. A hipétese C' > 0 implica que p > 0. Como

Aif = AL = C(CE) = C(u€) = p(CE) = p?¢

e como & # O segue que g = /.
3) Escrevendo v € E mais uma vez na forma v = v1 + - - - + v,. obtemos que

Cv=Cvi+---+Cu, 2 VAL + s+ VAo 4t By
Prova-se analogamente o caso A > 0. U
Comentario 12.4.7.

a) (Rgoo)2 = Rggo Rgge = Rigpe = — 12 <0 (nao todo quadrado B2 é > 0)
(consequentemente Rgpe nao é auto-adjunto)

b) valecc=13 >0 (existéncia de outras raizes ¢ # 0)
. 2 -1 ‘

e para a matriz ¢ = {3 2:| (c 2 0 como falta auto-adjunto)

e para a matriz ¢ = —1 (c 20 como (cei,er) = —1)

e para a matriz ¢ = Iy (a raiz quadrada tinica)

Lema 12.4.8 (Diagonalizacdo simultanea). Dado auto-adjuntos A, B € L(E):
AB=BA <& dbase ON composto de autovetores comuns a A e B

Teorema 12.4.9. Sejam E e F' espagos vetoriais de dimensoes finitas e munido
de produtos internos. Entio A*A € L(E) e AA* € L(F) sao operadores ndo-
negativos (positivos < A invertivel) e posto(A*A) = posto(AA*) = posto(A).

Corolario 12.4.10. Seja A € L(E,F).

a) A injetivo & A*A invertivel

b) A sobrejetivo & AA* invertivel

1 2 3

Exercicio 12.4.11. Dado a = [4 5 6

] : R? — R2, mostre que aa’ > 0 e

ata>0.
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12.5 Teorema dos valores singulares

No seguinte trata-se de uma extensao do teorema espectral a operadores
lineares gerais, auto-adjunto ou nao.

Teorema 12.5.1 (Teorema dos valores singulares). Sejam E e F' espacgos ve-
toriais de dimensoes finitas e munido de produtos internos. Seja A € L(E,F)
e seja r = posto(A). Entdo vale o sequinte:

Eziste uma base ON X = {&1,...,&,} de E e uma base ON'Y = {n1,...,n.}

de F' e os chamados valores singulares o1,...,0, € (0,00) de A, tal que
A& = oim; At = 036 i=1,...,r
AL =0 A*n; =0 t1=1,...,r

12.6 Exercicios

Para todos os exercicios E é um espago vetorial de dimensao n < oo, munido
de produto interno.

1. Sejam A, B € L(F) auto-adjuntos tais que (Av,v) = (Bv,v), para todo
v € E. Prove que A = B.

2. Determine A = A* € L(R?) tal que
A(2,-1,-2) = (1,1,13) e A(3,-6,—6) = (3,21, 33),
sabendo que o trago de A é 5.
3. Seja A € L(R?) tal que A(4,4,-2) = (10,-2,-2) e
A(4,-2,4) = (-2,10,-2), A(1,-2,-2)=(1,1,-5).

Prove que A* = A.

4. Sejam A, B € L(F) auto-adjuntos. Prove que AB + BA é auto-adjunto.
Que se pode dizer sobre AB — BA?

5. Sejam A, B € L(E) auto-adjuntos tais que BA é diagonalizével.! Prove
que AB também é diagonalizavel.

[Dica: Veja §11.5 Exercicio 5 (b).]
6. Seja P € L(E) uma projegao ortogonal. Encontre uma raiz quadrada
nao-negativa de P. E tnica?

[Dica: Lembre-se que 2P = I+ S, onde S € L(E) ¢ a reflexdo ortogonal
em torno de F' := Im(P).]

1 Uma transformagéo linear A € £L(E) é chamada diagonalizdvel se, e somente se, existe
uma base U de F tal que a matriz a = [A]y; de A é da forma diagonal. Neste caso, os elementos
de U sao os autovetores de A e a diagonal da matriz a contém os autovalores de A.






Capitulo 13

Operadores ortogonais

Neste Capitulo 13 consideramos operadores lineares
A:E— F
exclusivamente entre espagos vetoriais de dimensao finita com produtos internos
E=(E.(.)p), F=(FC(,)r)

e dimensdes n = dim EF e m = dim F'. Dévido aos produtos internos o corpo
sempre serd K = R. Em vez de (-,-)g ou (-, ) escrevemos geralmente (-,-), o
contexto vai indicar do qual produto interno trata-se, aquele de E ou F'.

Vamos estudar aqueles operadores as quais preservam o produto interno no
sentido que o produto de dois vetores é igual ao produto das imagens deles

(v, w) = (Av, Aw)

para todos os vetores v,w € FE. Tal operador A é chamado de operador
ortogonal (motivado pelo caso das matrizes) ou de isometria.

13.1 Matrizes ortogonais

Definicao 13.1.1. Uma matriz u = (u;;) € M(m X n) é chamado de matriz
ortogonal se suas colunas U,1, ..., Us, € R™ formam um conjunto ON.!

Observe que as n colunas de uma matriz m X n ortogonal formam uma base
ON da imagem da matriz no R™.

Corolério 13.1.2. Para uma matriz ortogonal u = (u;;) € M(m x n) vale que

(i) n<m menos ou igual colunas como linhas

(ii) posto(u) =n posto = niumero de colunas

I como devem ter norma 1 todas as colunas de uma matriz ortogonal sdo nao-nulas

139
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(iii) u € injetiva invertivel no caso quadrado n = m

Demonstragao. (i) ON e ndo-nulo implica que {Ue1, ..., Uen } é LI, daf 0 numero
n de elementos deve ser menor ou igual a dimensao do espago ambiente R™.

(ii) posto(u) := dimIm(u) = pc(u) = n. (iii) Segundo o teorema de nicleo e
imagem dim R” = dim N(u) + dim Im(u), daf dim N(u) = 0. O

Lema 13.1.3. u matriz ortogonal < u‘u=1
Demonstrag¢do. u € M(m X n) ortogonal & (Usj, Uek) = dji Vj, k, mas
m m
0jk = (Uej, Uek) = Zuijuik = Z(U—t)jiuik = (u'u),y
i=1 i=1

O

Lema 13.1.4 (Matrizes ortogonais quadradas). Para uma matriz quadrada u €
M(n x n) sao equivalente

(i
(ii

(iii

u ortogonal

u! existe e iguale ut

as colunas de u formam um conjunto ON

—_ — ~— ~—

(iv) as linhas de u e formam um conjunto ON

Demonstragdo. (i) < (ii) A identidade u‘u = 1 entre matrizes quadradas sig-
nifica que u’ e u sdo inversas uma da outra. (i) < (iii) Defini¢ao 13.1.1

(iii) & (iv) Note que como u~! existe u'u = 1 & uu’ = 1, mas a segunda
identidade significa (analogamente & prova de Lema 13.1.3) que as linhas de u
sao todas nao-nulas e formam um conjunto ON. O

Exercicio 13.1.5 (O grupo ortogonal O(n)). Mostre que o conjunto O(n)
das matrizes ortogonais quadradas n x n munido do produto matrix é um grupo.

Exercicio 13.1.6. Matrizes de passagem p entre bases ONs sao ortogonais.

Exercicio 13.1.7 (O(1)). Mostre que O(1) = {—1,41} = S™ onde a esfera
unitéria S ¢ R”~! é composto dos pontos da distancia 1 da origem.

Comentario 13.1.8. O grupo ortogonal O(2) é composto de dois circulos
0(2) = {rotagdes Ry} U {reflexdes ortogonais Sr,} = S* U S*

onde Ly é a reta em R? passando O e formando o angulo # com o eixo-z.
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Q 6
ﬂ ® S v
)

Figura 13.1: Grupo ortogonal O(2) composto de rotagdes e reflexdes ortogonais

13.2 Operadores ortogonais

Teorema 13.2.1. Para um operador A € L(E, F) sdo equivalente

(i) |Av|=|v| Vv € E “A preserva norma”
(ii)) |Au — Av| = |[u —v| Yu,v € E “A preserva distancia”
(iii) (Au Av) = (u,v) Yu,v € E “A preserva produto interno”
(iv) A*A=Ip “A* ¢ inversa & esquerda de A”
(v) a matriz [A]y 5 € ortogonal se X e Y sio bases ONs
(vi) AX € um subconjunto ON de F' se X € uma base ON de E

Demonstragao. Teorema B.6.1 O

Operadores em FE

Defini¢ao 13.2.2. Chama-se A € L(E,F) um operador ortogonal se A
satisfaz uma (portanto todas as) afirmacoes de Teorema 13.2.1.

Observagao 13.2.3. A € L(FE) ortogonal < A* = A™!

Lema 13.2.4. Seja A € L(E) ortogonal, entdo
a) A€spec A = X € {—1, +1} “spec A = () € possivel: A = Rggo”
b) E.; L Ey “Fi11 = {0} € possivel: A = Rgpo”

Exercicio 13.2.5. Seja S € L(FE), mostre que como ilustrado na Figura 13.2
duas das trés propriedades seguintes implicam a terceira

(i) S = St (& 52 = I) “involucao”
(ii)) S* =58 “auto-adjunto”
(iii) S* =851 “ortogonal”
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‘v olacsen @q(v'aoi\(uuhi)
S=T S=y
(S=5-1)

-_z '@
‘I
S"":S‘I
U\ll\’)ad\«@'&

Figura 13.2: Na intersecao estao as reflexdes ortogonais Sg, r_, € SE_, .k,

13.2.1 Forma normal

Teorema 13.2.6 (Forma normal de operadores ortogonais). Para A € L(E)
ortogonal existe uma base ON X de E tal que a matriz de A é da forma bloco

Ty,
—1,

(Al — Re, 7 Ro, = {cos 0; sinHJ}

sinf; cos0;
Ry,

onde k+ 0+ 2r =n =dim FE e todas outras entradas sdo nulas.

Corolario 13.2.7. No caso de dim E impar todo operador ortogonal A em E
possui um autovalor A =1 ou A = —1, em simbolos {—1,4+1} Nspec A # (.

13.3 Decomposicao polar

Teorema 13.3.1 (Decomposigio polar A = PU). Dado um operador linear A
em E, entdo

a) existe um operador nao-negativo P >0 em E e lembre que P = P*

b) existe um operador ortogonal U em E

tal que
A=PU

Se A ¢ invertivel, entao P e U sdo unicos e dados pelas formulas
P:=VAA*, U:=P'A

Exercicio 13.3.2. Seja A € L(F) e seja F C E um subespaco invariante por
A, ou seja AF C F. Entéo vale
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a) A ortogonal = AF+ c F+
b) A invertivel = A~'F C F

Exercicio 13.3.3. Ache a decomposicao polar a = pu da matriz
2 2
A% 12 1
13.4 Exercicios

1. Dé os seguintes exemplos:

(a) Uma matriz invertivel cujas linhas sdo duas a duas ortogonais mas
as colunas nao sao.

(b) Uma matriz (ndo-quadrada) cujas linhas sdo ortogonais e tém a
mesma norma, mas as colunas nao sao ortogonais.

(¢) Uma matriz cujas linhas (e colunas) sdo duas a duas ortogonais mas
as normas das linhas s@o diferentes.

2. Para quaisquer bases ortonormais X = (£1,...,&,) e Y = (m1,...,n,) de
E, prove que existe um operador ortogonal A € L(E) tal que

A& =mn1, ..., A& =,
No caso E = R3 e se as bases dadas sio formadas pelos vetores
& =351,22), &=3521,-2), &=3(2-21),
m = $(2,3,6), n2 = $(6,2,-3), ns = 3(3,-6,2),
determine a matriz de A na base canénica £ = (e, ea,€5) de R3.

3. Se uma matriz triangular é ortogonal, prove que ela é diagonal e seu
quadrado é igual & matriz identidade.

4. Sejaa=[a1 ... an] € M(1x4)tal que ai+ -+ a2 = 1. Prove que
a’a € M(n x n) é uma matriz de uma projegao ortogonal. Determine a
imagem e o ntcleo dessa projecao.

5. Ache uma matriz ortogonal 4 x 4 cujos elementos sdo todos da forma j:%.

6. Obtenha a decomposicdo polar? da matriz

V211
a=|-v2 1 1
0 1 -1

2 a = pu onde u é ortogonal e p satisfaz p* = p e (pv,v) > 0 para todo vetor v.






Capitulo 14

Produto hermitiano

Neste Capitulo 14 consideramos exclusivamente espagos vetoriais complexos
Z=(Z+,-,0C), W =(W,+,-,C)
entao o corpo sao os numeros complexos. Suponhamos que as dimensoes
n=dim Z < oo, m=dimW < oo

sao finitas (exceto quando especificamos diferentemente). Como na dimensao
finita produtos hermitianos existem, podemos supor que Z = (Z, (-, -)), também
W = (W,(-,-)), ¢ munido de um produto hermitiano.

14.1 Definicoes

Numeros complexos

Um niimero complexo é uma expressao da forma ¢ = aw+if onde o, f € R
sao numeros reais e ¢ é um simbolo. Os nimeros reais definidos assim

Re(a +if) := a, Im(a+i8) =8
chama-se de parte real e parte imaginario do nimero complexo. O nimero
a+if:=a—1if

é chamado de complexo conjugado de um nimero complexo. Observe que um
nimero complexo igualando seu préprio conjugado é um ntimero real c = ¢ € R.

Seja C o conjunto de todos os nimeros complexos. Adigao e multiplicagao
de ntmeros complexos sdo definidas assim

(a+iB) + (y+1id) == (a+7) +i(B+ )
(a+if) - (y+1i6) := (ay — BF) +i(ad + 7)

145
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E 1til abreviar uns tipos especiais de niimeros complexos como
0418 =:10, a+10 =: a, a+1il = a+i,
Assim 7 abrevia o nimero complexo 0 + i1. E consequentemente

7 abrevia (0441)? = (0+i1)(0+41) = (0* = 1) +i(0-1+1-0) = 1

Matrizes complexas

A complexa conjugada de uma matriz a = (a;;) € M(m xn;C) é a matriz
a = (a@;;) cujas entradas sao os complexos conjugados das entradas de a.

Uma matriz hermitiana é uma matriz quadrada a € M(n x n;C) tal que
a = a’. A diagonal de uma matriz hermitiana tem entradas reais a;; = @j;.

Produto hermitiano

Definicao 14.1.1 (Produto hermitiano). Um produto hermitiano, ou pro-
duto C-interno, num espago vetorial complexo Z (a dimensao pode ser infinita)
é uma funcgao de duas varidveis complexas

(,):ZxZ—=C

a qual satisfaz trés axiomas para todos os z,w,z,w € Z e ¢ € C, isto é

IM) (z,w) = (w, z) (simetria-cc)
SL) (
(z,w+ W) = (z,w) + (2, W) (sesquilinearidade)
(
(

(POS) 2#0 = (z,2)>0 (positividade)

As duas identidades em cinza seguem da identidade anterior junto com (SIM).
Neste caso Z é chamado de espago vetorial com produto hermitiano.

Exemplo 14.1.2 (Produtos hermitianos).
(a) C™ munido de  (z,w) := z1W1 + + -+ + 2,0y,
(b) C°([a,b],C) munido de  (f,g) := [, f(2)g(x) dz

Exercicio 14.1.3. Todo espago vetorial complexo de dimensao finita possui
um produto hermitiano.

[Dica: Pegue base B de E, exprime z € Z nesta base, Exemplo 14.1.2 (a).]

O seguinte teorema é o fundamento para o teorema espectral complexo, o
Teorema 14.2.6 embaixo.
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Teorema 14.1.4 (Operadores complexos s@o triangularizaveis). Todo operador
linear num espaco vetorial complexo de dimensao finita € triangularizavel, ou
seja, existe uma base na qual a matriz do operador € triangular. A base pode
ser obtida ON se pegamos um produto hermitiano.

Exercicio 14.1.5. Dado A € £(Z), mostre que se A¥ = O para algum k >
n =dim Z, entao A" = O. [Dica: Teorema 14.1.4.]

Exercicio 14.1.6. Mostre que um operador A € L£(Z) é nilpotente (a saber
AF = O para algum k € N) se, e somente se, todos os autovalores sao nulos.

14.2 Adjunta complexa Af

Definigao 14.2.1. A adjunta complexa de um operador linear A: 7 — W
entre espacos vetoriais complexos é o tinico operador linear At: W — Z tal que

(Az,w) = (2, ATw)
para todos os z € Zew € W.

Teorema 14.2.2 (Regras bésicas para a adjunta complexa).

() I =1
(i) (A+ B)T = AT + Bf
(iii) (cA)t =cAf
(iv) (BA)Jf = A'BT
(v) (AN =
Demonstracdo. Analogamente como Teorema 11.1.5. O

Exercicio 14.2.3 (A matriz da adjunta complexa A'). Dado A € L(Z,W) e
bases ONs X de Z e Y de W, mostre que a é a matriz de A se, e somente se
a matriz da adjunta complexa é a matriz transposta complexo conjugada, em

simbolos

a=[4],, < a'= [A*]W

Exercicio 14.2.4 (A adjunta complexa af de uma matriz). Considere uma
matriz a € M(m x n;C) como transformacao linear a: C* — C™. Mostre que
a adjunta complexa é a matriz transposta complexo conjugada, em simbolos

al =a'
14.2.1 Operadores normais

Definicao 14.2.5. Um operador A € £(Z) que comuta ATA = AAT com sua
adjunta complexa é chamado de operador normal.
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Teorema 14.2.6 (Teorema espectral complexo). Um operador A € L(Z) é
normal ATA = AAY se e somente se existe uma base ON X = (&1,...,&,) de E
composto de autovetores ; de A.

Entao operadores normais sao diagonalizaveis. No seguinte estudamos dois
classes de operadores, hermitianos (generalizando auto-adjunto) e unitdrios (ge-
neralizando ortogonal), ambos as quais sdo normais e assim herdam o teorema
espectral complexo, entao diagonalizabilidade.

14.2.2 Operadores hermitianos (complexo auto—adjuntos)

Definigao 14.2.7. Um operador A € £(Z) que iguale A = AT a sua adjunta
complexa é chamado de operador hermitiano ou complexo auto-adjunto.

Como hermitiano implica normal AAT = AA = ATA o teorema espectral
complexo vale.

Corolario 14.2.8. Para operadores hermitianos vale o teorema espectral com-
plexo, Teorema 14.2.6, e assim eles sao diagonalizdveis.

Teorema 14.2.9. Seja A € L(Z), entao

AT =A & a:= [A], = a' para todas bases ONs X de Z

14.2.3 Operadores unitarios (complexo ortogonais)

Definigdo 14.2.10. Um operador U € L(Z) tal que U = U~! é chamado
de operador unitario ou complexo ortogonal. Como caso especial, uma

matriz unitaria é uma matriz quadrada complexa tal que u~! = @t.

Como unitario implica normal UUT = UU ! = I = U~'U = U'U o teorema
espectral complexo vale.

Corolario 14.2.11. Para operadores unitdrios vale o teorema espectral com-
plexo, Teorema 14.2.6, e assim eles sao diagonalizdveis.

Exercicio 14.2.12. Ut =U"! & (Uz,U%) = (2,3) V2,2 € Z.



Apéndice A
Revisao de sistemas lineares

Seja R o conjunto dos niimeros reais.

Comentéario A.0.13 (Corpos gerais K). As construgoes neste Apéndice A para
matrizes e listas cujas entradas sao ntimeros reais funcionam do mesmo jeito para
entradas num corpo geral K. Veja por exemplo [Lan93, Chap. VIII].

A.1 DMatrizes

Para alunos da matemdtica recomendo o tratamento excelente [Art91, Chap-
ter 1], para os outros alunos recomendo [San12, Capitulos 1 e 2].

Defini¢ao A.1.1 (Matrizes m x n). Uma matriz, mais detalhado uma matriz
m X n, é um quadro numérico de m linhas e n colunas

a1 e QA1n
a = (aij) =

Am1 .- QAmn

onde os a;; sao ntimeros reais chamado de entradas da matriz. Por defini¢ao
a entrada a;; estd localizada na i-ésima linha e j-ésima coluna, para memorizar

QAlinha coluna

Denotamos de
M(m x n) := {a:(aij) ’aij ER,i:17...m,j:1,...7n}

o conjunto de todas as matrizes reais a = (a;;) do tipo m x n. Definimos a
adicao de duas matrizes entrada por entrada, ou seja

a+b = (a;) + (bi) = (ci5) , Cij = @ij + byj

149
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Definimos a multiplicagao escalar de uma matriz por um ndmero real v,
chamado de escalar por tradigao, também entrada por entrada, ou seja

ya =y (ay) = (cij),  cij = Va4

A matriz cujas entradas todas sdo o nimero nulo 0 é chamada de matriz
nula, simbolo 0. Se na matriz nula n X n colocamos o nimero 1 ao longo da
diagonal obtemos a matriz identidade 1 = 1,,. Denotamos de —a := (—1)a a
matriz cujas entradas sao os negativos —a;; das entradas a;; da matriz a. Como
—a + a = 0 dizemos que —a e a sao inversos aditivos um do outro.
Definicdo A.1.2 (Matriz transposta). A matriz a’ com entradas (a');; = aj;
é chamada de transposta da matriz a. Ou seja, a transposta de uma matriz
tem como linhas as colunas da matriz original. Uma matriz quadrada é uma
matriz do tipo n X n.

Definicao A.1.3 (Linhas e colunas de matrizes). Seja a = (a;;) € M(m x n)
uma matriz m x n. Note-se que o primeiro indice ¢ de uma entrada a;; indica a
linha e o segundo j a coluna dela. Tendo isso na vista vamos denotar a k-ésima
coluna, respectivamente a ¢-ésima linha, de uma matriz a com os simbolos

Aok 1= S, Ape = [am agn] (A.1.1)

Amk

Temos escolhido o simbolo e para sugerir “este indice é aberto” — ele corre e
assim gera uma lista, ou vertical ou horizontal dependente se e fica no primeiro
ou no segundo lugar. Assim podemos escrever a matriz a nas formas seguintes

Ale
a= :[a.l a.n]

amo

Definicao A.1.4 (Espago-coluna e espago-linha). Seja a = (a;;) € M(m x n)
uma matriz m X n. O espago-coluna é o conjunto de todas as somas das
colunas a,; da matriz decorado com fatores escalares ~; € R, em simbolos

Esp-col(a) := {718e1 + - + Ynlen | 71,---»7n € R} C M(m x 1)
Analogamente no espago-linha usa-se as linhas da matriz a, ou seja

Esp—lin(a) = {’Ylalo + o+ Tnane | Y,---2Un € R} C M(l X n)

Produto matriz

Para duas matrizes a de tipo m x n e b de tipo k& x p pode-se definir o
chamado produto matriz no caso que os indices n = k coincidem:

M(m x n) x M(n x p) = M(m x p), (a,b) ab:= (¢;;) (A.1.2)
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onde

Cij = @je bej := ;1015 + ai2boj + -+ + ainbnj = Zazkbkj
M~

I1Xxn nx1

Figura A.1: Produto matriz — o nimero de colunas de a iguale o de linhas de b

Lema A.1.5 (Umas propriedades do produto matriz). Vale o sequinte

(i
(ii

(iii

) (cb)a = c(ba)

) c(a+b) =ca+cb e (at+b)c=ac+bc

) al,, = e lj,a=a a€c M(mxn)
(iv) b(rya) = y(ba)

para todos v € R e matrizes a, b, c tal que as operacoes fazem sentido.

Definigao A.1.6 (Matriz inversa). Uma matriz quadrada a € M(n x n) admite
uma inversa se existe uma matriz quadrada b tal que ab = 1,,.' Caso existe,

entdo tal b é tinico e denotado a~—!; veja Secio 5.3.1.

Definigao A.1.7 (Matrizes quadradas comutando). Dizemos que duas matrizes
quadradas a,b € M(n X n) comutam se ab = ba.

A.2 Escalonamento de matrizes segundo Gauss

Definicao A.2.1 (Operagoes elementares (oe)). Pode-se aplicar para as linhas
de uma matriz trés tipos de operacoes, as chamadas operagoes elementares:

(oel)y trocar duas linhas
(0e2). multiplicar uma linha com um escalar «

(0e3), adicionar uma linha para uma outra
Teorema A.2.2. O espago linha nao muda quando aplicar (oe)’s a uma matriz.

Demonstragio. Obvio da Definicao A.1.4 de Esp-lin. O

1 No caso se matrizes quadrada a condicdo ab = 1,, é equivalente a ba = 1.
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Processo de escalonamento — método de Gauss (*1777 11855)

Chama-se uma matriz escalonada se em cada linha o primeiro elemento nao-
nulo esta a esquerda do primeiro elemento nao-nulo da préxima linha. Exemplos

I 4 0 0 1 4 00 1 4 00
escalonadas: 39 5, 39 nao é: 0 3 9 5
3 2 0 0 3

Numa matriz escalonada os primeiros elementos nao-nulos das linhas sao cha-
mados de pivos da matriz escalonada.

Definigao A.2.3. Uma matriz pode ser transformada numa matriz escalonada

aplicando operagoes elementares. O processo é repetir os trés passos seguintes:

1. Localiza a primeira coluna nao-nula e nela o primeiro elemento nao-nulo,
dizemos a. Troca a linha de @ e a primeira linha.

2. Embaixo de a anulamos todo elemento nao-nulo, dizemos b: Multiplique
a linha de b com —a/b, depois adiciona a linha de a. Continue até todos
os elementos embaixo de a sao nulos.

3. Esquega a linha e a coluna de «a e trata a matriz reduzida comegando de
novo com passo 1.

O processo de escalonar uma matriz a termina com uma matriz escalonada —
nao é tnica — denotado aeg € ilustrada na Figura 8.1 onde * simboliza entradas

qualquais, nulos ou nao-nulos.
P, %
P

aé’Sc -

O —
Figura A.2: Uma matriz escalonada ag. com pivos py,...,pq # 0

Exemplo A.2.4. ITlustramos o escalonamento. Seja Li a i-ésima linha.

0O 1 2 L 2 1 1 D 2 01 1] ses |2 1 1
a=|(2 1 1 Liok2 6 1 2 BN 0 1 2| edictr g 1 9
4 0 -2 L0 -2 -2 0 1 0 1 2
3.esq.linha
ec%e_) l 2
1 2
e agora comecamos de novo com passo 1 tratando a matriz reduzida
L ,iL3 2.naL3 2 1 1
L2ok2 1 2 == 1 9 | edicg2 |9l = |9
b2 -1 -2 00
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A matriz escalonada reduzida

O processo de escalonar uma matriz a nao lida a um resultado unico: por
exemplo, se asc € uma matriz escalonada, entao 7acs. também é.

Definicao A.2.5 (A matriz escalonada reduzida). Chama-se uma matriz es-
calonada reduzida, simbolo acsc_red, S€ cada um pivo é 1 e as entradas acima
dele s@o nulos. A matriz nula ji é escalonada reduzida.

A matriz escalonada reduzida é unica: Se uma matriz a nao possui pivo,
entao trata-se da matriz nula e

Ocsc = Ocsc—rcd =0

Dado entdo uma matriz nao-nula a. Calcule uma forma escalonada acs.. Na
matriz aes. multiplique a primeira linha com 1/p; onde p; é o pivo da primeira
linha. Se a linha 2 nao é nula, entao faca o mesmo na linha 2. Depois aplique
operagoes elementares a linha 2 para anular cada uma entrada acima do pivo
dois. Continue até nao tem mais linhas nao-nulas.

II_O

O\ esc-ed —
L
O

Figura A.3: A matriz escalonada reduzida aesc_req

Exercicio A.2.6. Suponha que a é uma matriz quadrada n X n e uma ma-
triz escalonada ace. possui n pivos. Neste caso a matriz escalonada reduzida
Aesc_red = 1, é a matriz identidade.

A.3 Sistemas Lineares
Seja a uma matriz mxneb = (by,..., b, ) uma lista ordenada de m nimeros

reais. Agora mesclamos ds n colunas de a a lista b como a (n + 1)-ésima coluna
para obter a chamada matriz aumentada, notacao

air ... aip by
[a:b]:=
aAm1 .- Qmn bm
Definigao A.3.1. Suponha uma matriz a tipo mxmn e umalista b = (b1, ..., by)

sdo dadas. Queremos saber se existe uma solugdo x = (x1,...,z,) do sistema
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linear (SL) de m equagGes a n incégnitas x1,..., T,

a1+ -+, = b
(A.3.1)

Am1T1 + - F Ty = bm

ou, equivalentemente, da equacdo correspondente ax = b entre matrizes.?

E ttil chamar a matriz aumentada [a : b] o sistema linear definido por (A.3.1).
A lista b = (b1,...,by) é chamada de inomogeneidade do sistema linear. O
caso b= 0 = (0,...,0) chama-se de sistema linear homogéneo (SLH).

O sistema linear (A.3.1) pode ser escrito equivalentemente na forma

an ain by
r |t A, | =0 (A.3.2)
Am1 Amn bm
O lado esquerdo é um exemplo de uma chamada “combinagao linear” das

colunas a,1,...,a+, da matriz a, veja (A.1.1), representando o vetor b — um
conceito fundamental o qual vamos tratar no préximo paragrafo.

Comentario A.3.2. Note-se que o lado esquerdo de (A.3.2) corre sobre toda
a imagem da matriz a se variamos x sobre todas as listas. Entédo um SL [a : b]
tem uma solugao se e somente se a lista b é elemento da imagem da matriz a.

Lembramos do curso MA141 “Geometria Analitica” o seguinte

Lema A.3.3. Uma lista © € solug¢do do sistema linear [a : b] se e somente se x
é solugdo do sistema linear associado & matriz escalonada [a : b]egc-

Ideia de demonstragio. (Veja por exemplo Artin “Algebra” (1991), p.13.)

As operagoes elementares podem ser escrito como matrizes invertiveis e. O
resultado de uma operacao elementar numa matriz a entao é a matriz ea. Assim
Aesc = pa onde p é da forma p := e7...e,. Além disso e[a : b] = [ea : eb),
entdo [a: blesc = [pa: pb]. =’ Se ar = b, entdo par = pb. <’ Use p~!. O

Resolucao de um sistema linear usando escalonamento
Comentario A.3.4. Para resolver o SL ax =

e escalone a matriz aumentada [a : b]

e obtendo uma matriz escalonada [a : b]ese =: [a : D).

e Resolve o SL az = b ”de baixo para cima”, veja Exemplo A.3.5 que segue.

e Uma lista = é solucao de ax = b se e somente se x € solucao de ax = b.

2 Sempre se escrevemos az = b consideramos x e b como matrizes colunas n x 1 e m X 1,
respectivamente, e ax é o produto matriz.
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Exemplo A.3.5. Para encontrar as solugoes (x,y, z) € R? do sistema linear

y+2z=0
204+y—+2=0
dr — 2z =0

primeiro, formamos a matriz aumentada [a : b] onde b = (0,0,0) =: O, segundo,
escalonamos ela, e terceiro, resolvemos “de baixo para cima”. Segundo
Lema A.3.3 uma soluc@o de [a : b]esc também resolve [a : b], e vice versa.
Exemplo A.2.4 mostra as matrizes a e ars.. Note-se que no caso especial quando
um sistema linear é homogéneo, ou seja b = O, vale a férmula seguinte

[a: Olese = [Acsc : O]

No nosso caso o lado direito desta féormula representa o SLH

20 +y+2=0
y+22=0
0=0

Resolucao “de baixo para cima”:

LiNHA 3. Comegamos embaixo com a ultima linha 0z + Oy + 0z = 0 a qual nao
representa nenhuma restri¢do para x,y, z.

LINHA 2. Progredimos para cima, ou seja para a linha dois y + 2z = 0. Escolha
uma varidvel para ser a varidvel dependente da(s) outra(s) varidveis, as quais
variam livremente no corpo. No nosso caso sé tem uma outra e o corpo é R.
Escolhemos por exemplo como varidvel dependente y = y(z) = —2z como fungao
da variavel z a qual varia livremente sobre os ntimeros reais, ou seja z € R.
LiNHA 1. Progredimos para cima, ou seja para a primeira linha

O0=22x+y(z)+2=20—-2z2+2=22—2

lembrando que z € R é livre. Entéo x = z(z) = %z para qualquer z € R.

Conclusao. Toda solugao do SL é da forma

y(z)| = |22z =2 -2
z 1

onde z € R é um nimero real arbitrario. Entao o SL nao tem sé uma solugao —
tem uma para cada um numero real z. Isso conclui o Exemplo A.3.5.

A.4 Calculo da matriz inversa — Gauss-Jordan

Esta Segao A.4 aplica sé para matrizes quadradas.
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Proposicao A.4.1. Caso uma matriz n X n (quadrada) a admite uma inversa,
encontra-se a inversa assim: Considere a matriz [a: 1] obtida por escrever a
matriz identidade 1 = 1,, a direita de a. Aplique as trés operacoes elementares
(oel — o0e3), veja Definicao A.2.1, até a matriz modificada tem a forma [1 : c]
para wma matriz c. Neste caso ¢ = a~! é a inversa buscada.

BRI S B

a1

Dica: E aconselhdvel escalonar a matriz a como passo intermedidrio e chegar
numa matriz da forma [Aesc : d] onde acs. € um escalonamento de a. Depois
elimine todas as entradas acima da diagonal para ao fim chegar em [1: c].

Ideia de demonstragio. (Veja por exemplo Artin “Algebra” (1991), p.17.)

As operacgoes elementares podem ser escrito como matrizes invertiveis e. O re-
sultado de uma operacao elementar numa matriz a entdo é a matriz ea. Assim
reduzir a para a matriz identidade 1 traduz num produto matriz e; ...era = 1.
Aplicando a~! da direita obtemos e;...e;1 = a~!. Esta identidade diz que
aplicando as mesmas operagoes elementares na mesma ordem & matriz identi-

dade 1 obtém-se a matriz inversa a~ . O

A.4.1 O determinante de matrizes quadradas

Antes de comecar o processo descrito na Proposicao A.4.1 deve saber que a
matriz é invertivel. Nas dimensoes 2 e 3 a ferramenta mais 1til para checar é o
determinante.

Definigao A.4.2 (Matrizes). Nas dimensoes 1, 2, 3 define-se detla11] = a11 €

anti

diagonal -diagonal
a1 a12| A~~~
det =aj1022 — A21012
az1 A22
e
diagonal anti-diagonal

ai1 aiz2 a13
det |as; as2 ass
a31 az2 ass3

_ G110G220a33 — (31022013
+a12a23a31 — A32G23011
+ai13a21a32 — 33021012

Note como o primeiro indice dos a;;’s embaixo do produto da diagonal / anti-
diagonal fica constante e o segundo indice muda ciclicamente.

Exercicio A.4.3. Seja a = [a b] em = [p q} Prove que
c d r oS

1. det(am) = det a - det m [cdlculo direto];
2. deta # 0 <= a é invertivel;

3. det(m~'am) = det a, para todo m invertivel.
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Pode-se definir o determinante de matrizes quadradas do qualquer tamanho
n X n; veja por exemplo [Sanl2, §2.2].

Teorema A.4.4. Seja a uma matriz n X n (quadrada), entdo sao equivalente

deta#0 & a invertivel (a™!

existe)
O determinante respeita transposta e produtos, ou seja
deta’ = det a, det ba = (det b) (det a) (A.4.1)

Em particular, a ordem no produto matriz nao importa det ba = det ab.

Demonstragao. Veja por exemplo [Sanl2, Teoremas 2.14 ¢2.15]. Para matrizes
com entradas num corpo veja [Lan93, VIII Prop. 4.16]. O
A.5 Exercicios

1. Use escalonamento para resolver o sistema linear

c+3y+z=1
20 +6y+92=7
20 +8y+8z =6

nas incégnitas x,y, z € R.

1 ..
caso existisse.?

2. Determine a inversa da matriz a = [1 9

3. Decida quais das matrizes possuem inversa e calcule quando existir:

4 2 3
a:[éﬂ, b=1{4 5 6
7 8 8

~ . 2 -1
3 deta =1 # 0 entdo a~! existe, resultado a=1 = |: ]






Apéndice B

Demonstracoes restantes

B.1 Espacos vetoriais

Lema B.1.1 (Lema 1.1.5). Seja (G,*) um grupo. Entdo vale o seguinte.

1) O elemento neutro € inico.

2) Os elementos inversos sao Unicos.

3) Para todos os elementos f,g,h € G vale:
a) fxg=[*xh = g=h (lei da corte)
b) [xg=[ = g=e
c)fxg=e=g=f

Demonstragdo. 1) Se e,é € G satisfazem o axioma (elemento neutro), entao
usando o axioma para e e depois para € obtemos que e =e*x € = €.
2) Seja g € G. Se g, § € G satisfazem o axioma (inverso) para g, entdo obtemos
g=exg=(g*g)*xg=g*(g*g)=g*e=7
S~—— S~——
—e —e
usando (elem. neutro) no inicio e fim, (inverso) pr (associatividade), (inverso) 5
hip. #

3)a)g=cxg=(fxflxg=Fx(fxg) = fx(fxh)=(fxf)xh=exh=h
b) Use a) com h =e. c¢) Use a) com h = f. O

Lema B.1.2 (Lema 1.1.10). Seja K um corpo e 0 € K € o elemento neutro da
adi¢do. Entdo 08 =0 e 50 = 0 para todos os elementos € K.

Demonstra¢do. Seja f € K, denotamos o inverso aditivo de —/3. Entao

(el._n.)+

(distr. (elil‘)_

52 g 1+0)8 " 15 1052 510

Usamos esta identidade para obter a segunda igualdade no seguinte

(ass.) (inv.

0 " (=B)+0==B+(@B+05) =" (-+pB)+08 = "0+08 2 0p
O

159
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Lema B.1.3 (Lema 1.1.18). Para o vetor nulo O € E de um espago vetorial e
o elemento neutro aditivo 0 € K do corpo vale o sequinte.

(i) aO = O para todos os escalares a € K.

(ii) 0v = O para todos os vetores v € E.

(iii) Para todo o escalar o € K e todo o vetor w € E sao equivalentes:

aw=0 & a=0ouw=0

Demonstragao. (i) CAsO o = 0. Como aO + 00 = (a + 0)O = a0, entao
00 = O pela lei da corte (Lema B.1.1 3b) para (G, *) = (E,+)).
CASO a # 0. Tal a tem um inverso aditivo, notacio a~!. Seja v € E, entdo

v (comp.) 1v i (™M) (comp.) ala™t)

Usando este resultado no inicio e no fim do seguinte obtemos que

(distr.) (eln)p

v+ a0 = ala ) + a0 a((av)+0) =T ala ) =w
Entao aO = O pela lei da corte (Lema B.1.1 3b) para (G, *) = (E,+)).

(if) Como v+ 0v = 1lv 4+ 0v = (14 0)v = 1v = v a lei da corte diz que Ov = O.
(iii) ’=’ Suponha aw = O. Caso a = 0, pronto. Caso « # 0 concluimos que

(comp.) (eLrL)K,A

1w (™ ta)w (come.) a~(aw) im0 Yo

<’ Se w = O, entao aO © O, pronto. Se a = 0, entao Ow @ O, pronto. O

Corolario B.1.4 (Corolario 1.1.19). Para todos os « € K e w € E vale:

b) (—a)w = —(aw)

Demonstragao. a) Temos que mostrar que a soma de cw e o candidato para ser
seu inverso aditivo iguale o vetor nulo. Com efeito

(distr.) g (el.n.)E,Jr

aw + a(—w) a(w+ (—w)) a0 =0

onde o ultimo passo ¢ parte (i) de Lema B.1.3.
b) Temos o objetivo andlogo de chegar ao vetor nulo, com efeito

(distr.) 5 (eln.)y o

ow+ (—a)w =7 (a+(—a)w =""0w=0

onde o ultimo passo ¢é parte (i) de Lema B.1.3. O
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B.2 Subespacos

Lema B.2.1 (Lema 2.2.4). Todo subconjunto LI {u,v} C R? gera R?.

Demonstracao. Vai ter 4 passos. 1. Os vetores u,v nao sao multiplos um do
outro: Suponha por absurdo que u = cv para um « € R. Entao lu + (—a)v =
lav — (av) = O contradizendo LI. II. u # O: Caso contrario u = O = Qv
contradizendo L. ITI. v # O: Analogo. IV. Seja v € R%. Caso w = O escrevemos
w = Ou, pronto. Caso v # O: Agora identificamos R? com o plano usando dois
eixos OXY, veja Figura 2. Segundo II. e I1I. temos duas retas Ru e Rv passando
ambas a origem O, mas nao sao iguais segundo 1. Recebemos um paralelogramo
com dois lados parte das retas e dois vértices sendo O e v; pensa Figura 2 com
OX e OY substituto para Ou e Ov. Entao a flecha v é a soma de duas flechas do
paralelogramo, uma flecha sendo um muiltiplo de u e a outra de v. Pronto. [

Teorema B.2.2 (Teorema 2.3.4). Sejam Fy,Fy, C F trés subespagos de um
espago vetorial E, entao sao equivalentes

F=F & F, =4 VfEF, H!fleFl,fQEFg talque f=f1+f2

Demonstragdo. =’ Seja f € F. Como hipétese temos duas informagoes, a
saber (i) F = Fy + Fy e (ii) F1 N Fy = {O}, dando existéncia e unicidade.
EXISTENCIA: De (i) sabemos que f = f1 4+ f2 para um f; € Fi e um fy € Fy.
UNICIDADE. Suponha que f = fi + fo também para um f; € Fy e um fy € Fs.
Entao Fy > f1 — fl = fg — fo € F5. Assim cada um lado pertence a ambos
espagos, entao a F; N Fy o qual segundo (ii) iguale {O}. Como nao tem outro
elemento, cada um lado deve ser o vetor nulo.

‘<" Fy + F» = F: A hipétese existéncia disponibiliza a primeira inclusao F C
Fy + F> C F e a segunda vale como Fy, Fo C F.

Fy N Fy, = {0}: Seja f € F1 N Fy, a mostrar f = O. Note que f € F como
Fy, F5, C F. Entao segundo a propriedade do vetor nulo

"+ 0 =f=_0 ' 2.
[+ 0 =f=0+ | (B.2.1)
cF, (S (S c€F,

Mas pela hipétese unicidade escrever f como soma de um elemento de F; e um
elemento de Fy é tnico, entao [ = O e O = . O

B.3 Bases — SLH

Teorema B.3.1 (Teorema 3.1.11). Dado uma matriz a € M(m x n; K). Se tem
menos linhas (equagdes) como colunas (incdgnitas), em simbolos m < n, entao
o sistema linear homogéneo (SLH)

ari + - +apmr, =0
(*)

Am11 + -+ apnr, =0
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admite solugdes © = (x1,...,Ty,) ndo triviais (ndo todos x; nulos).

Demonstracdo. Se todos os coeficientes a;; sao nulos, entdo todos os elementos
x € K" sdo solugoes. Sejam entdo nao todos coeficientes nulos: A prova usa
inducao sobre o nimero m de equagoes.

m =1: Em a1+ +a1,7, = 0 temos pelo menos dois incégnitas segundo
nossa hipétese n > m = 1. Além disso, pelo menos um dos coeficientes é
nao-nulo, dizemos a1, # 0 (caso fosse um outro renomeamos eles). Entao

ajl a1,n—1
LTiyeeey -1y — €Ty — 0 — Tp—1
A1n A1n
é uma solugao para cada um (z1,..., 7, 1) € K™ L

m — 1 = m: Caso todos os coeficientes da ultima equagdo em (x) sdo nulos,

entao as primeiras m — 1 equagoes tem uma solucao nao-trivial x pela hipotese

da indugéo (x também resolve a ultima equagio: os coeficientes dela sdo nulos).

Suponha entao que pelo menos um coeficiente da tltima equacao em (*) néo

é nulo, dizemos @, # 0. Nas primeiras n — 1 equagdes de (x) substitua x,, por
am1 Qm,n—1

Ty = — xl_..._4 xn—l
Amn Amn

para obter um SLH de m — 1 equagoes a 72 :=n — 1 > m — 1 incdgnitas. O qual
tem uma solugéo (x1,...,2p—1) # (0,...,0) pela hiptese m — 1 da indugao.
Verifica-se que (z1,...,Tn—1, %) ¢ uma solucao nao-trivial de (x). O

B.4 Transformacoes lineares
Lema B.4.1 (Lema 4.3.10). Trabalhamos no plano 11 identificado com R? me-

diante um sistema ortogonal de coordenadas. A projecao ortogonal sobre a reta
L, é denotada de P = P, : R?> = R? e dada por (4.5.2). Sua matriz é

1 1 a
Pa = [Pr,] = Tra [a GQ} (B.4.1)
onde [P,] = [PL,]¢ ¢ denota a matriz em respeito a base candnica.

Demonstracdo. Seja a € R. Dado um elemento v = (z,y) € R?, denota sua
imagem sob P de (X,Y) := Pv € L, = {(z,ax) | z € R}. Assim X e Y sdo
fungoes de (z,y) e Y = aX. Resta determinar a fun¢ao X (z,y). Vamos provar

1 a
+ 5 U (z,y) € R? (B.4.2)

X =
(z,y) Tt

Segundo o Teorema de Pitdgoras a distancia dist(O, v) entre a origem O = (0, 0)
e o vetor v = (z,y) é dada por /22 + y2. Assim, usando Pitdgoras de novo na



B.4. TRANSFORMACOES LINEARES 163

Figura B.1: Dois angulos retangulos - usando Pitadgoras duas vezes

igualdade dois, veja Figura B.1, obtemos

22 +y? = dist(0, v)?

= dist(O, Pv)? + dist(v, Pv)?

= X?+ (aX)?+ (comprimento® do vetor v — Pv = (z — X,y — aX))
=X?+ (aX)*+ (z — X)* + (y — aX)?

= X%+ (aX)* +2* 22X + X? +y* — 2aY X +a*X?

0 que é equivalente a
X(z,y)*(1+a®) = X(z,y)(z + ay)
Caso X (x,y) # 0. Divida por X (z,y) e 1+ a? para obter (B.4.2).
Caso X(z,y) = 0. Entao Y(z,y) = aX(x,y) = 0 e assim Pv = (X,Y) =
0. Como a projecao é ortogonal o ponto v deve ser localizado na reta (La)é

ortogonal a L, e passando a origem. Mas esta reta resulta de L, mediante uma
rotagdo por /2 (90°), em simbolos

(La)b = Ry jsLa = { [(1) _01] m te R} — {(~at,t) | t € R}

Entao v é da forma (—at,t) para um t € R e tal par satisfaz (B.4.2) também.

Para concluir note-se que os coeficientes na ultima identidade de
Pe; = P(1,0) = (X(1,0),Y(1,0)) = X(1,0)e; + Y (1,0)eq
disponibiliza a primeira coluna da matriz (B.4.1) e analogamente
Pey = X(0,1)e; +Y(0,1)es

disponibiliza a segunda coluna. Para obter os valores de X e Y nos pontos (1, 0)
e (0,1) usa-se a férmula (B.4.2). O
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B.5 Existéncia de subespago invariante (K = R)

Nesta secao suponhamos que A é um operador linear num espaco vetorial
real E de dimensao finita n > 1.

Teorema B.5.1 (Teorema 9.3.1). Um operador linear A em E admite um
subespaco invariante F de dimensdo 1 ou 2.

A prova do teorema precisa de preparagao.

Definigao B.5.2. Seja K um corpo. Um polinémio da forma
p=px)=a+amz+---+1.2™ € P(K)

é chamado de ménico (o coeficiente a,, da potencia maxima deve ser 1 € K).
Um polinémio nao-constante p é chamado de irredutivel se nao é um produto

pP#Dp1---Dk
de polinémios p; de grau < m e é chamado de redutivel no caso contrario.

Observagoes:
1) Todo polinémio de grau 1 — chamado de fator linear — é irredutivel.
2) Ser irredutivel depende do corpo. Por exemplo, os polindémios de grau dois

2 —1=(z+1)(z—1), 2?4+ 1= (z+i)(x—1)

sao redutivel como polinémios complexos (elementos de P(C)), mas s6 o pri-
meiro é redutivel como polinémio real (elemento de P(R)).

Teorema B.5.3 (Teorema fundamental da &lgebra). Todo polindmio p nao-
constante com coeficientes complexos tem uma raiz complera, equivalentemente
p pode ser escrito na forma

p(a) =cl@ —a1) - (z— o) (B.5.1)
onde ¢,a, ..., 0y, SG0 numMeros complexos.

Demonstragao. Para existéncia de uma raiz complexa veja [Art91, Thm. 9.1,
p.527] e para a representacdo equivalente como produto de fatores lineares
veja [Art91, Ex. 1.6, p.391] cuja prova usa [Art91, Cor. 3.20, p. 358]. O

Corolario B.5.4. Um polinomio monico real p de grau m > 1 fatoriza como
produto p = p1 ...px de polindomios monicos reais irredutiveis p; de grau 1 ou 2.

Demonstrag¢do. Um polindémio real é complexo e assim p tem a forma (B.5.1) no
teorema fundamental acima com ¢ = 1 como p é ménico. Os «; sdo complexos
o que nao exclui real. Se um «; nao é real o complexo conjugado &; também
¢ uma rafz, assim igual a um dos «;, porque p é um polinémio real. Mas o
produto (z — a;)(z — @;) = 2% — (a; + @;)x + a;@; é um polindémio real. Assim
os fatores em (B.5.1) ou s@o linear e real ou sdo complexos mas combinam em
pares cujo produto é um polindmio quadrético real (irredutivel). O
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Definicao B.5.5. Dado um operador linear A € L(F) e um polinémio real
p=p(x)=ao+az+ - +a,a" € P(R)

definimos um operador linear em E assim
p(A) :=aplp + 1A+ -+ a, A" € L(E)

Lema B.5.6. Dado A € L(E), entdo existe um polindmio mdnico irredutivel
q € P(R) de grau 1 ou 2 e existe um vetor nao-nulo v € E tal que q(A)v = O.

Demonstrag¢ao. Seja n = dim E, entdo como o espago vetorial L(F) tem di-
mensdo n?, veja Corolario 4.1.15, o conjunto de n? + 1 elementos

{IE7A7A27 s 7An2}
é LD. Por isso existem coeficientes reais «;, nao todos nulos, tal que
O=aplp+oa1 At -+ azA"

Seja a,, o coeficiente nao nulo do maior indice. O caso m = 0 é impossivel como
aplp = O implicaria o absurdo Ip = oo 'O = O. Entao m > 1 e definindo
Bj := o/, obtemos que

O=Polg+ A+ - 4 Bm1 A"+ A™ = p(A) € L(E)
O correspondente polinémio real
p(A) = o + Braz + -+ Buoaa™ T 2™
é monico e de grau m > 1. Segundo Corolario B.5.4 obtemos que

P=P1---Pk

onde os p; sao polindmios moénicos reais irredutiveis de grau 1 ou 2. Como

O =p(A) =p1(A)...px(A)

pelo menos um dos operadores na direita nao é invertivel, dizemos p;(A4). (Caso
contrario o operador nulo O é invertivel — absurdo.) Dai ¢(A) :=p;(A): E - E
nao é bijetivo, assim néo injetivo, ou seja N(q(A)) # {O}. O

Demonstragao de Teorema B.5.1 (Existe subespago invariante de dim. 1 ou 2).
Dado A € L(FE), segundo Lema B.5.6 existe um polindémio ménico irredutivel
q € P(R) de grau 1 ou 2 e existe um vetor nao-nulo v € E tal que

O =q(A)w (*)

Caso ¢ tem grau 1. Entdo ¢ é da forma ¢(z) = z — X para um X\ € R. Daf
segue de (%) que O = q(A)v = (A — Mg)v = Av — \. Por linearidade de A a
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reta F' := Rv é um subespaco invariante por A.

Caso q tem grau 2. O polinéomio é da forma q(z) = x2+ax+/3 para constantes
o, € R onde 5 # 0 como g é irredutivel. (No caso contrario ¢(x) = z(x + a) é
redutivel.) Entao

0 g(A) = Adv + adv + Bu (%)

Se Av = O obtemos a contradi¢do O = fSv.
e {v, Av} é LI: Suponha por absurdo que Av = pv para um p € R\ {0}.
Entao obtemos que

~—

0 1ot apw + fu = (4 + ap + 8) v = qw)=0
——
=q(p) #0

mas um polinémio irredutivel de grau 2 nao pode ter uma raiz real.
e O subespago F' gerado por {v, Av} tem dimenséo 2 e é invariante por A:
Como A ¢ linear é suficiente mostrar Av € F' e A(Av) € F. Com efeito

Av € F, A(Av) (=) —a(Av) — v e F

Isso finaliza a prova de Teorema B.5.1. O

B.6 Operadores ortogonais

Teorema B.6.1. Para um operador A € L(E,F') sdo equivalente

(i) |Av|=|v| Vv e E “A preserva norma”
(i) |Au — Av| = Ju —v| Yu,v € E “A preserva distincia”
(iii) (Au, Av) = (u,v) Vu,v € E “A preserva produto interno”
(iv) A*A=1g “A* ¢ inversa a esquerda de A”
(v) a matriz [A]y € ortogonal se X e Y sio bases ONs
(vi) AX € um subconjunto ON de F' se X € uma base ON de E

Demonstracao. O
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unitéaria, 148
matriz ortogonal, 139
matrizes
anti-simétricas, 26, 36, 125
comutam, 17, 151
semelhante, 81
simétricas, 26, 36, 125, 130
triangulares
inferiores, 36
monomios, 24, 28
multiplicacao
de fungoes, 12
multiplicidade
algébrica, 98
geométrica, 95
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nucleo, 57 perpendicular
nuimero vetores, 112
complexo, 145 pivos, 152
nao-negativo polinémio, 17, 22
operador auto-adjunto —, 134 de grau < n, 22
nilpotente grau de um —, 17
operador —, 147 irredutivel, 164
norma, 107 monico, 17, 164
induzida, 107 raiz, 98
normal determinar, 100
operador —, 147 polinémio caracteristico, 98, 99
ponto
operagoes elementares numa matriz, anti-fixo, 68
151 fixo, 68
operador positiva
auto-adjunto matriz —, 110
nao-negativo, 134 positivo
positivo, 134 operador auto-adjunto —, 134
hermitiano, 148 posto
identidade, 42 coluna, 46
normal, 126, 147 linha, 46
ortogonal, 139 transformacao linear, 58
unitario, 148 produto
operador (linear) cartesiano, 8, 33
= transformacao linear, 3 escalar (= interno), 105
operador linear, 39 euclidiano, 106
auto-adjunto, 129 hermitiano (C-interno), 146
em F, 42 interno, 105
inversa, 41 matriz, 16, 150
operador linear — veja transformacgao vetorial x, 84
linear, 93 produto interno
operador ortogonal, 141 induzido em E*, 108
origem, 14 projecgao, 67, 69
ortogonal Pr g sobre F, 69, 130
complemento —, 117 ortogonal, 53, 130
matriz —, 139 sobre reta, 113
operador —, 139, 141 sobre subespaco, 117
subconjunto —, 112 projecao ortogonal
vetores, 112 matriz da —, 54
ortonormal (ON)
base —, 112 raiz de um polinémio, 98
subconjunto —, 112 determinar, 100
raiz quadrada positiva de A > 0, 135
par reflexao
de subespacos complementares, Sr.a, 71

67, 69 em torno de uma reta, 54
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matriz da —, 54
relagao

de equivaléncia, 63
restricao, 94
rotacao, 51

matriz de —, 53

no plano, 1

semelhante
matrizes —, 81
sistema de
coordenadas
no plano, 2
sistema de coordenadas, 76
sistema linear (SL), 59, 153
inomogeneidade, 154
resolver “de baixo para cima”, 155
sistema linear homogéneo (SLH), 30,
154
sobrejetivo, 41, 67
soma
de subconjuntos, 25
direta, 25
spectro, 94
subconjunto
ortogonal, 112
ortonormal (ON), 112
translacao de —, 25
subconjuntos
herdam LI, 29
soma de —, 25
subespago
invariante, 94
vetorial, 21
subespagos
complementares, 67, 69
soma direta de —, 25

teorema

decomposigao unica de vetores, 25
traco, 36, 85, 125
transformacao linear

= operador (linear), 3

adjunta, 122

auto-adjunto, 129

diagonalizavel, 93

INDICE REMISSIVO

grafico, 73

inversa, 62

invertivel, 62

matriz de uma —, 77

restricao, 94
transformacao linear (TL), 39
translacao, 25
transposta, 15, 150

uniao de conjuntos, 7
unitaria

matriz —, 148
unitario

operador —, 148

verdade vazia, 19

vetor
decomposicao, 25
unitario, 107

vetor coordenada, 30, 76

vetor nulo, 13

vetores, 13
ortogonais/perpendicular, 112
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