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Exame — MA-327 - Algebra Linear — 21/01/2021

Nome: RA:

Atencao: Todas as respostas devem ser acompanhadas de justificativas. Respostas sem justificati-
vas ndo serdo consideradas.

1. (3pt) Seja P2(R) o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a 2 e considere

U= {p € Py(R); /_1 pl(z)dz + 2p'(0) = 0} .

1

(a) (1pt) Verifique que U é um subespaco vetorial de P (RR);

RESPOSTA: Dados, p,q € U e «, 8 € R temos que

/ (ap + ) (@)dx + 2(op + 50)(0) = a / )i+ / ala)da +a2p(0) + 52400

. </11p(x)dx + Qp(())) 5 </11 o(x)dz + 2q(0)> 0,

vV Vv
=0, pois peU =0, pois geU

mostrando que ap + Bq € U e consequentemente que U € um subespacgo vetorial.

(b) (1pt) Encontre uma base para U;

RESPOSTA: Se p(z) = a + bx + cz? temos que, /7' L+ 2¢x

1 1 b c 1
/ p(z)dr = / (a + bz + cx®)dx = (am + §x2 + 3x3> ‘
_ _ -1

1 1

b ¢ b ¢ 2
—+-— |- —— - | =2a+ -c.
a+2+3 (a—i—2 3) a—i-gc /
Como p‘(O) = ¥, temos que p € U se e somente se

1 3
O—/p(x)dx+2pl(0)—2a+§c+2§ = c:—}aF_?L—_-3(q+L)

1

donde

p(7) = a + by e = @bt L

-3«,(1_31”( 2 = xN—

= a(1-3x2) 4 h(x=347) | =D [z

X x=0 o~ thD o =>{d=0°]

e



?
(=3x7% x —3x .
implicando que U = [{&, lt6#?}|. Além disso, ssnde-as.g.naus.da.l—ﬁx—e_r_d-l-feieﬁes
temesgue-a-canjunto Lo 1 G2} &1 e portanto uma base para U.

(c) (1pt) Encontre W C Py(R) tal que U & W = Py(R).

RESPOSTA: Como dim U = 2 e dim Py(R) = 3, qualquer subespaco W tal que
dmW =1 e WNU= {0},
satisfaz o pedido. PRewewtwa lado aualauer combmagao linear nao trivial dos elementos

Aessien W = [{1}] satisfaz as duas condi¢des acima e consequentemente P3(R) = U @ WW.
. (3pt) Considere o espaco R? e defina a aplicacdo
(1,91, 21); (T2, Y2, 22)) = T122 + T1Ya + Tay1 + 2Y1Y2 + 2120.

(a) (1pt) Mostre que aplicacao acima € um produto interno;

RESPOSTA: A simetria segue direto do fato de que produto de niimeros reais € comutativo.
Também,

<)\(x17 Y1, Zl) + (x27 Y2, 22)7 (I?)J Y3, Z3)> - <()\.T1 + T, )\yl + Y2, )\Zl + 22)7 (I?ﬂ Y3, Z3)>
()\131 -+ xg)l’g -+ 2()\$1 -+ l’z)yg -+ 2y3()\x1 -+ ZL’Q) + 2(/\y1 + y2)y3 + (/\Zl + 22)23
= Mz123 + 221Y3 + 23y1 + 2013 + 2123) + Tox3 + 220Y3 + T3y + 22Y3 + 2223
- )\<(l’1, Y1, Zl)y (5173, Ys, Z3)> + <(‘T27 Y2, Z2>7 (Ig, Y3, Z3)>7

mostrando a linearidade.

Para mostrar a positividade, note que
T1Ty + T1Ya + Tayr + 201Y2 + 2122 = (21 + Y1) (T2 + Y2) + Y1y + 2122,

€ portanto
(z,y,2), (2,y,2)) = (@+y)>+y>+2° >0,

com
(x,y,2),(r,9,2)) =0 <= z4+y=y=2=0 < z=y=2=0,
mostrando que a aplicagdo € de fato um produto interno.
(b) (1pt) Dado u = (—1, 1, 2) encontre [u]* com rela¢do ao produto interno acima;
RESPOSTA: Temos que

(xvyVZ) S [U]J_ — <(;U7y7 2)7 (_17172>> =0.



Mas por definicao,

=y +2z

eportanto,
[u]" = {(z,y,2) € R*; y#22=0}.

(c) (1pt) Dado v = (1,0, 1), encontre w; € [u] e wy € [u]* tal que v = w; + w,.
RESPOSTA: Por unicidade, ¢ suficiente encontrar A € R tal que v — Au L u. Assim,
0= (v—Au,u) = ((1+ X, =\, 1—-2X),(—1,1,2))
=(14+N)-(-D+Q+N)-14+(=1)-(=AN)+2-(=N)-1+(1—-2))-2
=—(14+XN)-22+2=2-5\ = /\—?
Disso,

2 2 1
wy; = 5(—1, 1,2) e wy = (1,0,1) — 5(—1, 1,2) = 5(7, -2,1)

. (4pt) Seja V' o espaco vetorial das matrizes 2 X 2 triangulares superiores, defina 7 : V' — V

dada por
T a b\ [b+c a+tc
0 ¢ /) 0 a+b+2c )’

e considere as bases de V/,

={(00)(50) (5 Y)}

RESPOSTA: Temos que

r(oo)=(on) o (o) (on) e (a)

"(00)=(s
(1)
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€ portanto

01 1
[T);=1]10 1
11 2
Analogamente,
10 01 10 01 10
T(o o)_(o 1)_0'(0 1)“'(0 1)”’(0 o)’
01 10 10 01 10
T(o 0)‘(0 1)_1'(0 1)+0'(0 1)+0'(0 o)’
00 11 10 01 10
T(o 1):(0 2):1'(0 1)“'(0 1>+0'(0 o)’
eportanto
01 1
TP=11 0 1
00 0

(b) (1pt) Encontre bases para ker(7") e Im(7);

RESPOSTA: Note que

a b\ [b+c a-+c a 1 0 01 11
T(o c)_< 0 a+b+20>_b(0 1)+a(o 1)“(0 2
b 10 n 0 1 n 10 n 0 1
01 “Vo 1 “MNo 1 01
10 0 1
—(b+c)<0 1>+(a+c)(0 1)
Portanto,
1 0 0 1
{00 1) (0 1)} -me
1 0 0 1 , . .
Como{( 0 1),(0 1 )}eL.I.,temosquetalconjuntoedefatoumabasedelm(T).
3 a b
Também, ( 0 C) € ker(T') se e somente se

7

a b
0 ¢

)=

b+c

a—+c

0 a-+b+

0 0
0 0

)=

2c

)



ou equivalentemente,

b+c=0
at+c=0 — a=b=—c.
a+b+2c=0

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, temos que dim ker(7") = 1 e assim, { ( (1) _11 ) }
¢ uma base para ker (7).
(c) (Ipt) Encontre os autovalores e autovetores de 7'
RESPOSTA: O polindmio caracteristico de 7" € dado por
-2 1 1
pA) =det([T]5 —A) =det | 1 —XA 1 |[=XN2=N+2+A+A+(A=2)
1 1 2=

=AN2-AN)+3A=-2AN =21 -3) = - AA+1)(\A—3).

Portanto, os autovalores de 7" sdo 0, —1 e 3. Os autovetores sao dados por:

ao{(5 ) eva( )= (3 1))

temos pelo item (b) acima que V) = {( (1) _11 >] .

e Como

° (g i) € V € autovetor associado a A\ = —1 se e somente se
1 1 1 a 0 L hte=0
111 bl=]0] = {¢ °= — c¢=0ea=—b
11 3 0 a+b+3c=0

Assim, V_; = [( (1) _01 )]

a b , .
° ( . ) € V € autovetor associado a A = 3 se e somente se

0

-3 1 1 a 0 —3a+b+c=0

1 -3 1 bl =10 <= a—3b+c=0 = c¢=2a=2b.
1 1 -1 c 0 a+b—c=0



(d) (1pt) Considere o produto interno em V" dado por

b b
<< 661 Ci )7(%2 Cz >>=a1a2+b1b2+0102,

e encontre uma base ortonormal v de V' tal que 7' seja diagonal.

RESPOSTA: Basta notar que com o produto interno acima,

() (N (NG ) ()
R (CER N RN RO

€ base ortogonal de autovetores de 7". Assim, como

G 2= 0G0+ 1 2)
St GV FR R ERS

¢ uma base ortonormal que diagonaliza 7.

2
=0,

temos que

Boa Prova!



