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Introducao

/ilgebm Linear

€ o estudo dos espacos lineares e das transformacoes lineares.

Uma outra palavra para espago linear é espaco vetorial.

Exemplo 0.0.1 (Flechas equivalentes no plano). Seja F' o conjunto das flechas
equivalentes v (mesma dire¢do e comprimento) no plano II munido das operagoes
de multiplicar uma flecha v com um numero real « € R e de adicionar duas
flechas v e w.

Multiplicagdo (escalar). Pela definigdo awv é a flecha na diregdo de v cujo com-
primento é « vezes aquele de v (muda-se a diregao caso o nimero « é negativo).

Adigao (vetorial). Pela definicdo v + w é a flecha cujo ponto inicial é aquela de
v e cujo ponto termino p é obtido depois fazer uma translagdo de w movendo
o ponto inicial de w no ponto termino de v. Entao p é definido como o ponto
termino do novo w.

“J

Figura 1: Adic¢ao de flechas e multiplicagdo escalar

Tal F' é um espaco vetorial sobre o corpo R e um exemplo de uma transformagao
linear em F' é dado pela rotacao rg : F — F de uma flecha v pelo angulo 6 em
torno do ponto inicial.

Exemplo 0.0.2 (Pares de ntimeros reais). Seja R? := {(x,9) | z,y € R} o
conjunto de todas listas ordenadas de dois membros reais munido da adi¢ao
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membro-por-membro e multiplicagdo com um ndmero real o € R também
membro-por-membro. Entdo R? é um espaco vetorial sobre o corpo R.

Comentario 0.0.3 (Identificacdo dos conjuntos e operagoes — isomorfismo). Os
dois exemplos anteriores sao “iguais” no sentido seguinte. Suponhamos que na
reta podemos medir a distancia 1. No plano IT escolha um eixo O X, ou seja uma
reta com dois pontos diferentes O e X da distancia 1, e um segundo eixo OY cujo
primeiro ponto O é aquele do OX e qual intersecta OX exatamente no ponto
O. Uma tal escolha de dois eixos é chamado um sistema de coordenadas no
plano, simbolo OXY'.

Figura 2: Sistema de coordenadas OXY composto de dois eixos OX e OY

Observe-se que um eixo OX chega com uma dire¢do (de O para X) e com
um comprimento unitdrio (o comprimento do segmento entre O e X). Uma
escolha de coordenadas OXY no plano II nos das uma aplicagao

F—=R? v (z,y)

a qual identifica os elementos de F' com os elementos de R? unicamente (bijetora)
— e ainda é linear, ou seja compativel com as duas operagoes no dominio e as
duas no contradominio. Uma tal aplicagdo (bijetora linear) é chamado um
isomorfismo entre espacos vetoriais. Deixamos ao leitor definir esta aplicagao.

[Dica: Os pontos O, X e O,Y dao duas flechas. Represente um elemento de F'
por uma flecha equivalente com ponto inicial O. Pensa num paralelogramo tal
que O e o ponto termino da flecha equivalente sao dois vértices opostos.]

Exemplo 0.0.4 (Fungoes continuas e integracao). Sejam a < b dois nimeros
reais. Entao o quadruplo V = (C°([a,b],C), +, -,R) que é composto do conjunto
das fungdes continuas f : [a,b] — C munido com as duas operagoes de adicionar
f + g duas funcoes e multiplicar af uma funcao com um numero real a € R é
um espago vetorial sobre o corpo R.

Também W = (R,+,-,R) composto das ntmeros reais R munido das
operagoes Obvias é um espago vetorial sobre o corpo R.

Integraggo T : V. — W, f — f; f(z) dx, é compativel com as duas adigdes
e multiplicagbes (em V' e em W) no sentido que

T(f+9)=Tf+Tg, T(af)=alf
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para todos os vetores f,g € V e escalares a do corpo R. Uma aplicagdo T entre
espagos vetoriais qual respeita as duas operagoes no dominio e no contradominio
é chamada uma transformacao linear.

Notacgoes

Para uma lista extensiva dos simbolos usados veja o Indice Remissivo na
pagina 91.

Comentario 0.0.5 (Numeros). Vamos trabalhar com os seguintes ndmeros

N:= {17 2,3,... }7 Np := {07 1,2,... } naturais
z:={..,-2,-1012 ...} inteiros
Q:= {g |p€Z,qeN} racionais
R := (—00,00) “a reta real” reais
C:={a+ib|a,b e R} “oplano complexo” complexos

Com || denotamos o absoluto de um numero «. Denotamos intervalos
fechados de [a,b] C R e abertos de (a,b) C R. Usamos os simbolos

V “para todos os” 3 “existe um” 3! “existe um nico”

A notagao w := v significa que o objeto w é definido pelo lado direito v.

Convencgoes

Cor cinza. Paragrafos e maiores partes de texto em cinza indicam matéria
avangada direcionado as turmas A e B do “cursdo”, mas nao as outras turmas.
Palavras individuais em cinza geralmente sao nomes ou informacodes comple-
mentares.
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Teoria dos espacos vetoriais






Capitulo 1

Espacos vetoriais

1.1 Axiomas

Definicao 1.1.1. Um conjunto X é composto de elementos os quais sao dois-
a-dois diferentes. Entao nao faz sentido escrever expressoes da forma {2:-3:2}.
Um conjunto néo é ordenado, por exemplo {1,2} = {2,1}. A unido de dois
conjuntos A e B é o conjunto AU B cujos elementos pertencem ou a A ou a B.
Por exemplo

{2,3}U{2} = {2,3} = {3,2} (1.1.1)

A intersegao de dois conjuntos A e B é o conjunto A N B cujos elementos
pertencem a A e também a B. Chama-se um conjunto ordenado se seus ele-
mentos sdo enumerados, por exemplo X = {z1,...,z,}. O conjunto que nao
contem nenhum elemento é chamado o conjunto vazio, simbolo (). Usamos
a notacio AU B para transferir a informacao adicional que os dois conjuntos
A e B sao disjuntos, ou seja nao tem nenhum elemento comum, em simbolos
AN B = (). Denotamos de |X| o niumero de elementos de um conjunto
quando o ndmero ¢ finito. Neste caso X é chamado de conjunto finito.

Um subconjunto de um conjunto X é um conjunto A tal que cada um
elemento de A é elemento de X, notacao A C X. Observe que conforme esta
definicao, o conjunto vazio () é subconjunto de todos conjuntos: para todo con-
junto X temos ) C X.

Definigao 1.1.2. O produto cartesiano X x Y de dois conjuntos X e Y é o
conjunto de todas listas ordenadas (z,y) dos elementos z € X e y € Y, ou seja

XxY:={(z,y)|zeX, yeY}

Observe que se um fator fica vazio, ou seja X =@ ou Y = (), entao X x Y = (.
Abreviamos
Y*F =Y x...xY (1.1.2)

se na direita temos k fatores.
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1.1.1 Grupo

Definigao 1.1.3. Um conjunto nao-vazio G # @) munido de uma operagao
x:GxG—G, (f,9)— fxg
é chamado um grupo, notacao (G, *), se valem os trés axiomas
1. fx(gxh) = (f=*g)*h para todos os elementos f, g,h € G (associatividade)

2. existe um elemento e € G tal que (elemento neutro)

exg =g, gxe=4g
para todos os elementos g € G.

3. para todo g € G existe um elemento, notagao g € G, t.q. (inverso)
gxg=e, g*xg=e

Em palavras,

um grupo € um conjunto ndao-vazio munido de uma opera¢io asso-
ciativa, contendo um elemento neutro, e tal que qualquer elemento
admite um inverso.

O seguinte lema diz que um grupo G tem exatamente um elemento neutro,
notagao comum e, e cada um elemento g de G tem exatamente um inverso,
notacao g. As vezes é comum e 1til escrever o elemento neutro na forma 0 ou 1
e os inversos na forma —g ou g~! — veja os dois exemplos em Exercicio 1.1.6 a).

Lema 1.1.4. Seja (G, *) um grupo. Entdo vale o sequinte.

1) O elemento neutro € unico.

2) Os elementos inversos sGqo Unicos.

3) Dado elementos f,g,h € G, entdo vale:
a) fxg=[xh = g=h (lei da corte)
b) fxg=] = g=e
) fxg=e = g=f

Note que b) e ¢) sdo consequéncias imediatas de a).
Demonstracdao. Lema A.1.1. O

Definicao 1.1.5. Um grupo (G, *) é chamado de abeliano se a ordem dos dois
elementos na operagao nao importa, em simbolos f*g = g* f. (comutatividade)

Exercicio 1.1.6. Mostre que

a) sdo grupos (ainda abelianos): (Z,+) e (R,")

b) néo sao grupos: (N,+) e (No,+) e (Z,-)

c) ndo sdo grupos abelianos: as matrizes 3 x 3 e as rotacoes em R3.
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1.1.2 Corpo

Definicao 1.1.7. Um conjunto K munido de duas operacdes!

+:KxK— K G KxKe— K
é chamado um corpo se valem os trés axiomas

1. (K,+) é um grupo abeliano.

- (
(O elemento neutro seja denotado 0 e —«a denota o inverso de a € K.)
2. (K\ {0},+) é um grupo abeliano.
(O elemento neutro seja denotado 1 e a~* denota o inverso de o € K\{0}.)
3. Distributividade: (a + )y = ay + By para todos a, 8,7 € K.
(E costume escrever a8 em vez de « - §3.)

Para distinguir chamamos o elemento neutro da primeira operagao — para
a qual temos usado o simbolo “4” ainda que geralmente nao tem nada ver
com adi¢do de nimeros — 0 elemento neutro aditivo. Chamamos o elemento
neutro da segunda operacao — motivado pelo uso do simbolo “” — o elemento
neutro multiplicativo. Como é feio escrever « + (—f) para a soma de um
elemento com um elemento inverso aditivo definimos o — 8 := a + (—0). Isso
é uma abreviac¢ao s6, ndo é, nem tem diferenca. Analogamente simplificamos a
notacgio escrevendo /3 em vez de o371,

Corolario 1.1.8. Um corpo contem pelo menos dois elementos.

Demonstracdo. Pelas axiomas 1 e 2 cada uma operagao tem um elemento neutro
as quais nao podem ser iguais por causa de 2. O

Lema 1.1.9. Seja K um corpo e 0 € K € o elemento neutro da adi¢ao. Entao
058 =0 e B0 =0 para todos os elementos 5 € K.

Demonstracdo. Lema A.1.2. O

Exemplos de corpos

Exemplo 1.1.10. Sao corpos
a) R = (R7+’) € Q = (Q7+a)
b) C = (C, +,-) onde as operagoes sao definidas assim
(a+ib) + (c+id) := (a +¢) +i(b+ d)
(a+1b) - (¢ +1id) := (ac — bd) + i(bc + ad)

Exercicio 1.1.11. Os ntmeros inteiros Z = (Z, +, -) ndo formam um corpo.

1

w

as quais vamos batizar aos nomes “+” e — ainda que geralmente nao tem nada ver com
adi¢cao e multiplicagdo de nidmeros, mas esta escolha é motivada pelos exemplos principais
(Exemplo 1.1.10) nos quais “+” e “” sdo adi¢@o e multiplicagdo de ndmeros
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Exemplo 1.1.12 (Adicao e multiplicagdo modulo n). Dado um ndmero natural
n € N, defina no conjunto Z, := {0,1,...,n — 1} as duas operagoes

a+pb:=a+b (modn), a-pb:=ab (mod n)

para todos os elemento a,b € Z,,.2
Fato. (Z,,+n,n) ¢ um corpo <= n é um nimero primo.
Para valores pequenos de n pode-se checar da mao se Z,, ¢ um corpo ou nao.

Sé precisa-se calcular as tabelas de adigao e de multiplicagao. Vamos ilustrar
isso num exemplo.

Exemplo 1.1.13 (Z4 néo é um corpo.). Para checar se (Z4, +4) € (Zs\{e+,},4)
sao grupos abelianos é ttil calcular as tabelas de adicao e de multiplicagao.

e (Z4,+4) é um grupo abeliano? Para responder calculamos os valores na tabela

+4l0 1 2 3
0 [0 1 2 3
1 |1 2 3 0
2 |2 3 0 1
3 13 0 1 2

Sao 4 passos:

1. Determinar o elemento neutro de +4: Checamos se a linha em cima da
linha solida horizontal, ou seja a linha 0 1 2 3, tem uma cépia nas linhas
embaixo. Sim, tem 0 1 2 3. Neste caso o elemento em frente da copia é o
elemento neutro de +4, certo? No nosso caso e;, = 0. Se nao tem copia,
nao tem elemento neutro, entao nao temos um grupo.

2. Inversos: Na cada dos (neste caso 4) linhas de valores na tabela localiza
o elemento neutro 0 (se existir). Entdo o elemento g em frente da linha
de 0 e o elemento em cima da coluna de 0, notacao g, sao inversos um do
outro. Caso uma linha nao contem 0, entao este g ndo tem inverso, entao
nao temos um grupo. No nosso caso todo elemento g tem um inverso:

(denotado —g)

w N = Ol

g
0
3
2
1

3. Associatividade: Calculando caso por caso temos que checar se f 44 (g+4
h) = (f +4 g) +4 h para todas as possibilidades. No nosso caso vale.

2 Dado n € N, seja £ € Z um niimero inteiro. Pela defini¢io o elemento £ (mod n) € Z,, é
orestor € {0,1,...,n—1} que falta depois vocé “enche” £ com miltiplos de n. Em simbolos,
! (mod n) :=ronder € {0,1,...,n—1} é o tinico elemento tal que | = kn+r para um k € Z.
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4. Grupo abeliano (comutatividade): Vale se a tabela ¢ simétrica em respeito
a diagonal. No nosso caso vale.

Na verdade temos esquecido um passo: No inicio de tudo temos que checar se a
operagao é bem definida, ou seja os valores da operagao (os valores na tabela)
realmente s@o elementos do conjunto, ou ndo. Olhamos a tabela - sim.

Nosso resultado é que (Z4,+4) é um grupo abeliano.

® (Z4 \ {0}, -4) é um grupo abeliano? Para responder calculamos a tabela

Como o valor 0 nao é elemento de Z4 \ {0} a multiplicado -4 ndo é uma operacao
em Z4 \ {0}, entdo ndo pode ser um grupo.

Ainda assim vamos repetir os 4 passos para -4 (em vez de +4) para ver se
tem outras falhas ainda. As respostas sao:

1. Elemento neutro de -4: Tem, é o elemento e., = 1.

2. Inversos: Na cada dos (neste caso 3) linhas de valores na tabela localizamos
o elemento neutro 1 (se existir). No nosso caso

| g (denotado g—1)

—_

g

1

2 | nao tem!
313

o elemento 2 nao tem um inverso e ja por isso nao temos um grupo.

3. Associatividade: Ainda que a férmula f +4 (g +4h) = (f +4 g) +4 h vale,
os valores néo sdo todos em Z; \ {0}.

4. Grupo abeliano (comutatividade): A tabela é simétrica em respeito a
diagonal, mas os valores néo séo todos em Z, \ {0}.
Nosso resultado é que (Z4 \ {0}, 1) ndo é um grupo abeliano.

Exercicio 1.1.14. Seja n = 6:

1. Calcule a tabela da adigao e da multiplicagdo no caso Zg.

2. Identifique os elementos neutros da adicdo e multiplicacdo em Zg. Eles
sempre existem?

3. Para todo a € Zg identifique o elemento inverso aditivo.

4. Para todo a € Zg \ {0} identifique o elemento inverso multiplicativo, se
existir.

5. Cheque que Zg nao é um corpo. Quais dos axiomas nao valem?
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Matéria avancada

Motivado pelas perguntas da Turma C na 1* aula 2016-2 vamos dar um
exemplo de um corpo onde a primeira operagao nao esta relacionada a adigao
de nimeros nem a segunda a multiplicacao de niimeros.

Exercicio 1.1.15 (Corpo (P, -, 0) onde - ndo é adi¢ao e o ndao é multiplicacédo).
Dado a € R, considere a fungao p, : (0,00) — (0,00),  — x*. Seja o conjunto

P:={py|aeR}

composto de todas fungoes p,(x) = 2% com « € R e munido das operagoes
-:PxP—P o:PxP—P
(PasPg) = Pa - Dp (Pas PB) > Pa © Pp

chamado de multiplicacdo?® e composicao? de funcdes, respectivamente.
Mostre que:

1. As duas operagoes sdo bem definidas: p, - pg € P e py 0 pg € P, de fato
Pa " PB = Pa+8> Pa ©PB = Pagp
2. (P,-) é um grupo abeliano com elemento neutro py.

3. (P\{po},o) é um grupo abeliano com elemento neutro p;.

4. Distributividade: (pa - pg) © Dy = (Pa 0 P~y) - (P30 Py), YPa,Ds, Py € P.

1.1.3 Espacgo vetorial

Definigao 1.1.16. Um espaco vetorial E sobre um corpo K° é um qué-
druplo (E,+,,K) composto de um conjunto E, um corpo K, e duas operagoes

+:ExFE—FE - KxFE—FE
(v,w) —» v+ w (o, v) = av
chamado de adi¢cao e multiplicacdo escalar, respectivamente, tal que vale
1. (E,+) é um grupo abeliano.

(O elemento neutro é denotado O e chamado o vetor nulo.)

(a+ p)v=av+ pv

2. Distributividade:
a(v+w) = av+ oaw

(aB)v = a(fv)

lv=v

3. Compatibilidade: {

3
4

(Pa - pp)(x) = pa(z) - Pp(z)
(Pa © pp)(x) := pa(ps(z))
fala-se abreviando “FE € um espac¢o vetorial sobre K” ou ainda “E é um espag¢o vetorial’.
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Onde as identidades tem que ser validas para todos «, 5 € K e todos v,w € E.
Chama-se escalares os elementos do corpo K e vetores os elementos de E.
Lema 1.1.17. Seja (E,+,,K) um espago vetorial e 0 € K e O € E, entdo:

(i) @O = O para todos os escalares o € K.
(ii) Ov = O para todos os vetores v € E.

(iii) Para todo o escalar oo € K e todo o vetor w € E sdo equivalentes:

ow=0 & a=0o0uw=0 (1.1.3)

Demonstra¢do. Lema A.1.3. O

Corolario 1.1.18 (Compatibilidade dos inversos aditivos com multiplicacao).
Para todo o escalar o € K e todo o vetor w € E vale:

a) (—a)w = —(aw)

Demonstrag¢do. Corolario A.1.4. O
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1.2 Exemplos de espacos vetoriais

Exemplo 1.2.1 (O espago vetorial trivial {O}). Seja E um conjunto com 1
elemento s6. Vamos jd denotar aquele elemento com o simbolo O (porque?).
Entdo F = {O}. Seja K um corpo qualquer. N&o tem escolha nenhuma para
definir as duas operagoes

+:ExXxE—FE - Kx E—F
(0,0)— 0O (a, 0) = O

Entao (F,+, -, K) satisfaz os axiomas de um espago vetorial, denotado simples-
mente E = {O} e chamado de espago vetorial trivial.

Exemplo 1.2.2 (Um corpo K como um espago vetorial sobre K). Usa-se as duas
operagoes chegando com o corpo (K, +,:) como as duas operagoes necessdrias
para tornar um conjunto, escolhemos FE := K, num espago vetorial sobre um
corpo, escolhemos K. Com efeito (K, +, -, K) é um espago vetorial sobre K.

1.2.1 Listas ordenadas
Exemplo 1.2.3 (O espago vetorial R™ sobre R). Seja
R" :={u=(a1,...,an) | a1,..., € R}

o conjunto de todas as listas ordenadas de n nimeros reais. Chamamos «; o
1-ésimo membro da lista. As duas operagoes

+ :R" xR" - R"” - :RxR® - R"

sao definidas como adicdo membro-por-membro e multiplicacdo de todos mem-
bros com um escalar § € R. Checando todos axiomas vé-se que R™ é um espaco
vetorial sobre o corpo dos nimeros reais, notagao (R", +, -, R) ou R™ s6. O vetor
nulo, também chamado de origem, ¢é a lista

0 =(0,...,0)
e o inverso de um elemento u = (a1,...,a,) é a lista (—aq,...,—a,) a qual
denotamos com o simbolo —u.
O i-ésimo vetor candnico ¢ a lista de n membros
e; =(0,...,0,1,0,...,0)
cujo i-ésimo membro é o nimero 1 e todos outros sao nulo 0. O conjunto

E"i={e1,...,en} (1.2.1)

de todos os vetores canonicos é chamado de base canénica de R”.
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Exemplo 1.2.4 (O espago vetorial R sobre R). O conjunto
R> := {u: (041,042,0(3,...) | a1,092,03,. .. ER}

de todas as sequéncias reais é um espago vetorial sobre R sob adigao e multi-
plicagdo membro-por-membro, notacdo (R*, +, -, R).

Exemplo 1.2.5 (O espago vetorial R3® sobre R). O conjunto
R := {u € R* | 86 um nimero finito de membros sdo nao-nulos}

é um espago vetorial sobre R sob adigao e multiplicagdo membro-por-membro
como no exemplo prévio, notagdo (R, +, -, R).

Dado i € N, a sequéncia com todos membros nulos exceto o i-ésimo qual é 1
denotamos também de e;. O conjunto de todos os e;’s é denotado de

EX = {61,62,...} (122)
e chamado de base canénica de R§°.

Comentario 1.2.6 (K™ e K*). Os espagos vetoriais K" e K> sobre qualquer
corpo K sao definidos analogamente Exemplos 1.2.3 e 1.2.4.

1.2.2 Matrizes

Exemplo 1.2.7 (Espago vetorial das matrizes m x n). O espago vetorial das
matrizes m X n sobre um corpo K é o conjunto

M(m x n; K) := {a:(aij) ‘aijGK,izl,...m,jzl,...,n}

onde a matriz a = (a;;) é o quadro de escalares com m linhas e n colunas 6

ai N A1n
a = (ai;j) =

Aml -+ Gmn
munido com a adigao (entrada por entrada)
a+b=(ay)+ (bij) = (cij),  cij :=aij + by
e a multiplicacao escalar (entrada por entrada)
Ba=f(ai;) = (cij),  cij = PBag

para qualquer escalar 8 € K. A matriz a’ com entradas (a;;)" = a;; é chamada
de transposta da matriz a. Uma matriz quadrada é uma matriz n x n.

60s escalares a;; sdo chamadas as entradas da matriz. Observe que a entrada a;; estd
localizada na i-ésima linha e j-ésima coluna.
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O vetor nulo é a matriz nula 0 cujas entradas sdo todas o escalar nulo 0 € K.
Se na matriz nula n X n colocamos o escalar 1 € K ao longo da diagonal obtemos
a matriz identidade 1 = 1,,. O elemento inverso aditivo, notacao —a, de uma
matriz a = (a;;) tem como entradas os inversos aditivos dos a;;, notagdo —a;;.

No caso do corpo K = R usamos a notacdo M(m x n) := M(m x n;R) para
o espago vetorial dos matrices reais m X n.

Definicao 1.2.8 (Linhas e colunas de matrizes). Seja a = (a;;) € M(m x n; K)
uma matriz m x n. Note-se que o primeiro indice ¢ de uma entrada a;; indica a
linha e o segundo j a coluna dela. Tendo isso na vista vamos denotar a k-ésima
coluna, respectivamente a £-ésima linha, de uma matriz a com os simbolos

aik
Aol = o Ape = [agl agm] (1.2.3)
Amk
Temos escolhido o simbolo e para sugerir “este indice é aberto” — ele corre e

assim gera uma lista, ou vertical ou horizontal dependente se e fica no primeiro
ou no segundo lugar. Assim podemos escrever a matriz a nas formas seguintes

Ale
a=| ! | =[aa ... au)
am.
Produto matriz
Para duas matrizes a de tipo m x n e b de tipo n X p pode se definir o
chamado produto matriz no caso que n = k coincidem:

M(m x n;K) x M(n x p;K) = M(m x p;K), (a,b)—ab:=(¢;) (1.2.4)

onde
n

Cij = Ajebej 1= aj1b1j + -+ 4 ainbp; § ik bi;
k=1

Figura 1.1: Produto matriz — o niimero de colunas de a iguale o de linhas de b
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Lema 1.2.9 (Propriedades do produto matriz). Vale o sequinte

(i) (cb)a = c(ba)

(ii) c(a+b)=ca+cb e (a+b)c=ac+bc
(iii) al,, =a e 1,a=a a € M(m x n; K)
(iv) b(aa) = a(ba)

para todos o € K e matrizes a, b, ¢ tal que as operacoes fazem sentido.

Definicao 1.2.10 (Matriz inversa). Uma matriz quadrada a € M(n x n;K)

admite uma inversa se existe uma matriz quadrada b tal que ab = 1,,, equiva-

lentemente ba = 1,,. Caso existe, tal b é tnica e denotado a~'; veja Secdo 5.3.
n ) G

1.2.3 Funcoes e polinémios

Exercicio 1.2.11. Dado um conjunto nao-vazio X # () e um corpo K, seja
F(X,K):={f ] f: X — K fungao}

o conjunto de todas as fungoes f : X — K. Adicao de fungoes e multiplicacao
com um escalar sao definidas assim

(f+9) (@)= f(z)+9(x), (af)(z):=af(z)
para todos os z € X, a € K. Mostre que F(X,K) é um espago vetorial sobre K.

Comentario 1.2.12. A préxima observacao ilustra o poder da matematica e
um ponto fundamental dela - economizar através de abstracdo e encontrar o
certo ponto da vista.

Observagao 1.2.13.
a) Se X ={1,...,n}, entdo F(X,R) = R".
b) Se X =N, entao F(X,R) = R>®.
c) Se X ={1,...,m} x{1,...,n}, entdo F(X,R) = M(m x n).

Exercicio 1.2.14 (Polinémios P(K)). Dados escalares ag,aq,...,a, € K,
entao chama-se uma soma finita

p:p(l‘) ::a0+alz+,,.+anxn

de polinémio na varidvel = € K e, no caso a,, # 0, de grau n. Fornega o con-
junto dos polinémios com uma estrutura de um espago vetorial (P(K), +, -, K).

1.2.4 Excurso: Escalonamento de matrizes

Definigao 1.2.15 (Operagoes elementares). Pode-se aplicar para as linhas de
uma matriz trés tipos de operagoes, as chamadas operacgoes elementares:

(oel)y trocar duas linhas

(0e2). multiplicar uma linha com um escalar «

(0e3), adicionar uma linha para uma outra
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Processo de escalonamento

Chama-se uma matriz escalonada se em cada linha o primeiro elemento nao-
nulo estd a esquerda do primeiro elemento nao-nulo da préxima linha. Exemplos

I 4 0 0 I 4 0 0 1 4 0 0
escalonadas: 39 5], 39 nao é: 0 3 9 5
3 2 0 0 3

Numa matriz escalonada os primeiros elementos nao-nulos das linhas sao cha-
mados de pivos da matriz escalonada.

Definigao 1.2.16. Uma matriz pode ser transformada numa matriz escalonada
aplicando operagoes elementares. O processo é repetir os trés passos seguintes:

1. Localiza a primeira coluna nao-nula e nela o primeiro elemento nao-nulo,
dizemos a. Troca a linha de a e a primeira linha.

2. Embaixo de a anulamos todo elemento nao-nulo, dizemos b: Multiplique
a linha de b com —a/b, depois adiciona a linha de a. Continue ate todos
elementos embaixo de a sao nulos.

3. Esquega a linha e a coluna de «a e trata a matriz reduzida comegando de
novo com passo 1.

O processo de escalonar uma matriz a termina com uma matriz escalonada a
qual denotamos de acgc.

Exemplo 1.2.17. ITlustramos o escalonamento. Seja Li a i-ésima linha.

01 2 . 201 1) 2 201 1 s |21
a= (2 1 1|10 1 2| — [0 1 2| %10 1 2
4 0 -2 L0 -2 -2 0 1 0 1 2
3.esq.linha
e c%e 2 l 2
1 2
e agora comecamos de novo com passo 1 tratando a matriz reduzida
1. —E.LS 2.7}uL3 2 1 1
LﬂQ l 2 1 1 2 adic.[2 l 2 — l 2
2 -1 =2 0 0

Aplicagao: Sistemas lineares

Seja a uma matriz m x n e b € R”™ uma lista ordenada com m membros.
Agora adiciona para as n colunas de a a lista b como a (n + 1)-ésima coluna
para obter a chamada matriz aumentada, notacao

ail . A1n b1
[a:b]:=

aAml --. Qmn bm
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Definigao 1.2.18. Suponha a matriz a e a lista b sdo dadas. Entao queremos
saber se existe uma solugdo = = (z1,...,2,) da equagdo ax = b, ou seja do
sistema linear (SL) de m equagdes a n incégnitas

aypry + -+ apr, = by
(1.2.5)
Am1T1 + -+ F Ty = bm

E ttil chamar a matriz aumentada [a : b] o sistema linear definido por (1.2.5).

A lista b = (b1,...,by) é chamada de inomogeneidade do sistema linear. O
caso b= 0 = (0,...,0) chama-se de sistema linear homogéneo (SLH).
O sistema linear pode ser escrito equivalentemente na forma
ai ain by
21 4t | | =0 (1.2.6)
Am1 Amn bm

O lado esquerdo é um exemplo de uma chamada “combinagio linear” das
colunas da matriz a representando o vetor b — um conceito fundamental o qual
vamos tratar no préximo paragrafo.

Comentario 1.2.19. Note-se que o lado esquerdo de (1.2.6) corre sobre toda
a imagem da matriz a se variamos z sobre todas as listas. Entdo um SL [a : §]
tem uma solugao se e somente se a lista b é elemento da imagem da matriz a.

Lembramos do curso MA141 “Geometria Analitica” o seguinte

Teorema 1.2.20. Uma lista x € solugdo do sistema linear [a : b] se e somente
se x € solugao do sistema linear associado d matriz escalonada [a : b]esc-

Exemplo 1.2.21 (Resolu¢do de um sistema linear usando escalonamento).
Para encontrar as solugdes (z,y, z) € R3 do sistema linear

y+22=0
204+y+2=0
dr —22=0

primeiro, formamos a matriz aumentada [a : b] onde b = (0,0,0) =: O, segundo,
escalonamos ela, e terceiro, resolvemos “de baixo para cima”. Segundo
Teorema 1.2.20 uma solugao de [a : blesc também resolve [a : b], e vice versa.
Exemplo 1.2.17 mostra as matrizes a e ass.. Note-se que no caso especial quando
um sistema linear é homogéneo, ou seja b = O, vale a férmula seguinte

[a: Olese = [Aesc : O]
No nosso caso o lado direito desta féormula representa o SLH
204+y+2=0

y+2z=0
0=0
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Resolucao “de baixo para cima”:

LiNHA 3. Comegamos embaixo com a ultima linha 0z + Oy + 0z = 0 a qual nao
representa nenhuma restricao para x, vy, 2.

LINHA 2. Progredimos para cima, ou seja para a linha dois y + 2z = 0. Escolha
uma varidvel para ser a varidvel dependente da(s) outra(s) varidveis, as quais
variam livremente no corpo. No nosso caso sé tem uma outra e o corpo é R.
Escolhemos por exemplo como varidgvel dependente y = y(z) = —2z como fungao
da variavel z a qual varia livremente sobre os ntimeros reais, ou seja z € R.
LINHA 1. Progredimos para cima, ou seja para a primeira linha

O0=22x+y(z)+2=20—-2z+2=22—2

lembrando que z € R é livre. Entéo x = z(z) = %z para qualquer z € R.

Conclusao. Toda solugao do SL é da forma

y(z)| = [—2z| =2 |2
z z 1

onde z € R é um nimero real arbitrario. Entao o SL nao tem sé uma solugao —
tem uma para cada um numero real z. Isso conclui o Exemplo 1.2.21.

Comentario 1.2.22 (Corpos gerais K). As construgoes nesta Segao 1.2.4 para
matrizes e listas cujas entradas sdo elementos do corpo R funcionam do mesmo
jeito para matrizes com entradas num corpo geral K.

1.3 Independéncia linear

1.3.1 Combinacao linear
Depois da aula 3 foram adicionadas ou modificadas as partes em marrom:

Definigao 1.3.1. Seja E um espago vetorial sobre um corpo Ke X C E um sub-
conjunto. Uma combinacao linear estrita (CLe) em X é uma soma finita

a1V + ... apuy (1.3.1)
=wekrk
de vetores v1,...,v; € X \ {O} dois-a-dois diferentes e escalares aq,...,ap €

K\ {0}, vetores e escalares todos nao-nulos.”

A palavra mais importante em cima é “finita”. Ainda que os vetores
v1,...,0p em (1.3.1) s@o elementos do conjunto X, a soma deles ndo neces-
sariamente encontra-se mais em X. Encontra-se sim, quando X é um chamado
“subespaco” (Lema 2.1.2).

7 Permitindo O e 0, ou n#o, nio faz nenhuma diferenga para os valores de (1.3.1). Entéo
permitir é desnecessario, mas na matemaética a desnecessidade é o inimigo da clareza. Temos
adicionado o adjetivo ’estrito’ porque a terminologia ’combinagao linear’ ja é ocupada.
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Definigao 1.3.2. Como encontra-se frequentemente somas finitas gerais
a1v1 + ...+ ayuy, a; €K, v, e FE

vamos chamar tal de combinagao linear (CL) como é costume na literatura.
Dizemos que

“A CLe dos vetores v1,...,v; representa o vetor w.”

ou

»”

“O vetor w € CLe dos vetores vy, ..., vp.
Exercicio 1.3.3. Seja X C F nao vazio, mostre que sao conjuntos iguais

{todas as combinacoes lineares em X} U {O}

= {todas as combinagoes lineares generalizadas em X}

Definigao 1.3.4. Por definicao a frase

“combinagao linear dos vetores u,v,...”

significa

”

“combinagao linear no conjunto {u,v,...}

A diferenca é que assim ndo precisamos usar todos os vetores. (O que elimina
qualquer necessidade de colocar o escalar 0 em frente dos néo necessérios.)

Comentario 1.3.5 (Conceitos adicionados ou redefinidos depois da aula 3).

e CLe: Vetores e escalares nulos nao sao permitidos, nem repeticoes de
vetores. Sao permitidos numa CL.

e (X): Temos adicionado O na Defini¢ao 2.2.1. Assim @) gera {O}.

Exercicio 1.3.6. a) Caso possivel escreva o vetor b = (1,—3,10) como com-
binagao linear dos vetores u = (2,—3,5), v = (1,1,0), e w = (1,0, 0).

b) Sejam v = (1,1), v = (1,2) e w = (2,1). Encontre nimeros a,b,c e a, 3,7
todos nao-nulos, tais que

au+ bv 4+ cw = au + v + yw
coma#a,b#pPecHr.

[Dica: a) Determinar os coeficientes «, 8,y na CL de u, v, w a qual representa b

lida a um SL. Escalonamento.®

b) Defina 2 = a —«, y =b— 3, e z = ¢ — ~y para obter um SLH. Resolve.]°

8 encontre “o certo ponto da vista” (Comentdrio 1.2.12) e o SL vai chegar j& escalonada..

9 Respostas para seu controle: a) (o, 3,7) = (2,3,—6). b) (z,y,2) = 2(—3,1,1). Escolha
um z # 0, por exemplo z = 1. Entdo (a,b,¢) = (¢ — 3,1+ 8,1+ ~). Toda escolha de reais
a#0,3ep,v#0,—1dauma solugdo. A escolhaa=5e =+ =1resultaema=>b=c=2.
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1.3.2 Independéncia linear

Defini¢ao 1.3.7 (Independéncia linear). Um subconjunto X de um espago

vetorial E é dito de conjunto linearmente independente (LI) se ndo existe

nenhuma combinagao linear estrita (CLe) em X representando o vetor nulo.

Caso existisse, 0 X é chamado de conjunto linearmente dependente (LD).
Nas outras palavras, chama-se X C E de conjunto LI se

o +...+tav =0 = a1=0,...,0p=0 (1.3.2)
para toda escolha (finita) de vetores vy,...,v, € X dois-a-dois diferentes.'®
Comentario 1.3.8.

(i) O conjunto vazio ) é LI: Com efeito, como nao contem elementos, nao
admite nenhuma CL. Chama-se tal argumentacao de verdade vazia.
(ii) Um conjunto X = {v}, contendo s6 um vetor, é LI se e somente se v # O.
(iii) Se (1.3.2) vale para uma escolha v1, ..., vy, entdo vale para qualquer sub-
escolha destes vetores. [Use os coeficientes a; = 0 nos restantes.]
Para provar a afirmacao (ii), lembra (1.1.3).

Lema 1.3.9. Seja X um subconjunto de um espaco vetorial E.

a) Oe X = X LD. (O vetor nulo rende conjuntos LD)
b) Todo subconjunto A de um conjunto LI X é LI

Demonstragao. a) O termo 10 é uma CLe em X representando o vetor nulo
(segundo Lema 1.1.17). b) Os elementos de A s@o elementos de X — para as
quais (1.3.2) vale pela hipétese. O

Exemplo 1.3.10. Para saber se o subconjunto X := {(1,0),(2,1)} de R? ¢
LI temos que checar (1.3.2) para todas escolhas finitas de elementos v; de X
dois-a-dois diferentes. Como X é um conjunto finito, e tendo em vista Co-
mentdario 1.3.8 (iii), comegamos com a escolha maxima, ou seja todos os (dois)
elementos. Sejam «, 8 € R. Conforme (1.3.2) suponhamos a primeira igualdade

(O’O) = 05(1,0) +/8(2’ 1) = (O‘+ 2/87/8)

e recebemos a segunda igualdade pelas regras de multiplicagao escalar e adigao
de vetores de R%2. Comparando os segundos membros vemos que 0 = 3 o qual
usamos na comparacao dos primeiros membros: recebemos 0 = a+2-0 = a.
Assim temos provado que ambos os coeficientes o e 3 sao nulos. Entao X é LI

Exercicio 1.3.11. Quais dos seguintes conjuntos X; de vetores de R? sao ou nao
s@o conjuntos linearmente independentes (LI)? Explique porque sdo ou nao sao.

1. Elementos de X;: os vetores (1,1) e (—1,—1).

10 Para que precisa-se a condigio dois-a-dois diferentes?
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Xo 1= {(27 %)a (%a 2)}
Escolha dois vetores u,v € R%. Entao defina X3 := {u,v, (1,1)}.

Exercicio 1.3.12. Prove as afirmagoes seguintes.

1.
2.

A base canénica " em (1.2.1) é um conjunto LI no R™ para n € N.

A base candnica £ em (1.2.2) é um conjunto LI no R e no R*°.

3. Suponha u,v € K2 nao sdo multiplos um do outro. Prove que o conjunto

{u,v} é LL

[Dica: Seja au + fv = O. Considere 8 # 0 e, lembrando (1.1.3), 8 = 0.]
Sejam x = (x1,...,%,) e y = (y1,...,Yn) vetores de R™. Prove que um
deles é multiplo do outro se, e somente se, para todo i,7 = 1,...,n temos

TiY; = LY.

. O subconjunto {a,b,c} C M(2 x 2) composto das matrizes

S

é um conjunto LI.

O conjunto X composto dos trés polindomios

p=p(z)=2>—52%+1
q=q(z)=22"+52 -6
=7

r=r(r) =2 —5r+2

é um conjunto LI no espago vetorial P(R) dos polinémios.

Se o conjunto de vetores {vy,...,v,,} é LI, prove que o mesmo se dd com
o conjunto {v1,ve — v1,...,0,, —v1}. Vale a reciproca?



Capitulo 2

Subespacos

Subespagos de um espaco vetorial E sao subconjuntos F' as quais sao invari-
ante pelas duas operagoes chegando com E. Assim faz sentido restringir as duas
operagoes a F'. Munidos das restricoes F' torna-se um espago vetorial mesmo.

2.1 Definicao e exemplos

Definicao 2.1.1. Um subconjunto F' C F de um espago vetorial (F, +,-,K) é
chamado de subespaco se é fechado sob as duas operagoes, ou seja

(i) wuwve F=u+veF (F é fechado sob adicao)
(i) ceK,ue F=aueF (F é fechado sob multiplicacao escalar)
Lema 2.1.2. Seja F' um subespago de um espago vetorial (E,+,-,K). Entdo

a) a1,...,ar €K, v,...,0, € F = Zle a;v; € F (fechado sob CL)

b) F' € um espago vetorial sobre o corpo K onde as duas operagies sdo aquelas
de E restrito ao subconjunto F' C E. (subespacos sao espacos vetoriais)

Demonstragao. a) Indugdo. b) As restrigdes tomam valores em F' segundo parte
a) e as axiomas valem como os elementos de F' sao elementos de E para as quais
os axiomas valem pela hipdtese que E é um espago vetorial. O

Exercicio 2.1.3 (Vetor nulo). O vetor nulo de um subespago F' é o vetor nulo O
do espago vetorial ambiente. [Dica: Mostre O € F. O vetor nulo de F ¢ tnico.]

Checar se um subconjunto F' C E é um espago vetorial é bastante trabalhoso
dado os muitos axiomas. Isso mostra o valor alto da parte b) do lema dizendo
que ¢é suficiente checar “fechado sob as duas operagoes” — tarefa rapidinha.

Exercicio 2.1.4. Mostre que sao subespagos de um espago vetorial (E, +, -, K):

a) F:={0} (o subespago minimo / trivial)

31
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a) F:=F (o subespago maximo)

b) Kv:={av | a €K} (a reta passando v e a origem O)
onde v é um vetor ndo-nulo de E. Observe que KO = {O} é um ponto sé.

Exemplo 2.1.5 (O subespaco R de R*). O subconjunto R C R*>, com-
posto de todas sequéncias reais tal que s6 um ndmero finito de membros sao
nao-nulos, é um espago vetorial: Se a lista v tem k& membros nao-nulos e v tem
£, entdo (i) u+ v tem no méximo k + £ e (i) au tem no méximo k.

Exercicio 2.1.6 (Espagos vetoriais de fungoes). O conjunto F(R) := F(R,R)

das fungoes reais é um espaco vetorial sob adigao e multiplicagao com constantes
a € R, veja Exercicio 1.2.11. Para n € Ny seja

Pr(R) :={ag+ a1z + - +apnz" | a,...,an € R}

o conjunto dos polindémios reais do grau menor ou igual n e P(R) :=
U2, Prn(R) o conjunto de todos os polinémios reais. Seja

CR) := C°(R,R) := {f : R — R | f é continua}
o conjunto das fungdes continuas. Para k € N seja CF(R) := C*(R,R) o
conjunto das fungoes k vezes continuamente diferenciaveis. Chama-se

C*®(R) := C*(R,R) := ﬁ C*(R)
k=0

o conjunto das fungoes suaves. Sejam n € Ny e k € N. Mostre que
P.(R) C P(R) Cc C°(R) c C*(R) c C°(R) c F(R)

s@o subespagcos do espago vetorial F(R) do Exercicio 1.2.11. Segundo parte b)
do Lema 2.1.2 todos estes conjuntos sao espacos vetoriais sob adigao de fungoes
e multiplicagdo com constantes.

Exemplo 2.1.7 (Hiperplanos no R™). Dada uma lista o € R™, o subconjunto
H, = {xGR”|a1$1+“~+an$n:0}

é um subespaco de R™. O vetor nulo lida ao subespago médximo Hp = R™. No
caso nao-nulo a # O chama-se H,, de hiperplano no R™ passando a origem O.

Lema 2.1.8 (Conjunto de subespagos é fechado sob intersegoes). Cada inter-
secao F := Nyca F) de subespacos F de um espago vetorial E € um subespaco.

Demonstra¢do. Dado u,v € F := NyF)y, ou seja u,v € F\ VA. Como subespago
cada um F)\ é fechado sob adicao, ou seja u + v € F para todos os A € A. Em
simbolos u + v € Ny F) =: F. Analogamente F é fechado sob mult. escalar. [
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Exemplo 2.1.9. Dada uma matriz a = (a;;) € M(m X n), entdo o conjunto
Fy:={z eR"|az =0}
é um subespago de R™. Para ver isso lembramos de (1.2.5) que az = O é o SLH

a1171 + -+ aipx, =0

Am1T1 + -+ ATy = 0

para n incégnitas z1,...,z, € R, notagdo = := (x1,...,2,). Note-se que as
solugdes x da primeira linha formam o hiperplano H; := H,,, associado a pri-
meira linha a;, da matriz a. Isso é o certo ponto da vista, com efeito assim

F,=H;n---NnH,
é uma intersecao de subespagos e por isso é um subespago segundo Lema 2.1.8.
Exercicio 2.1.10.

1. Quais dos seguintes subconjuntos X; sao subespagos de R"? Em cada
caso faca um desenho e explique porque é subespago ou nao é.
(a) X1 :={(o,a)|a R} CR?
(b) X2 :={(a+1,a)| a € R} CR%
(¢) X3:={(a,p) | a, reais nao-negativos} C R2.
2. (LI transfere-se a espacos vetoriais ambientes). Seja F um subespago
de um espacgo vetorial E. Mostre que se um subconjunto de F' é LI em

respeito ao espago vetorial F' entao o também é LI em respeito ao espaco
vetorial ambiente E.

2.2 Conjuntos gerandos

Definigao 2.2.1 (Subespacgo gerado por um subconjunto). Seja E um espago
vetorial e X um subconjunto. O subespaco de E gerado por X é o conjunto’

(X) : = {todas as combinagoes lineares estritas em X} U{O}

veja Exercicio 1.3.3. Note: O conjunto vazio gera o subespago trivial {O} = (0).
Se (X) = FE dizemos que o conjunto X gera E. Neste caso cada um elemento
de E é uma CL de elementos de X.

Exercicio 2.2.2. Mostre que (X) é um subespagco de F e que Kv = ({v}) =: (v).

! Lembre-se da nossa convengéo (1.1.1) para conjuntos, por exemplo {2,2} = {2}.
Veja Comentério 1.3.5 para “U{O}”.
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Lema 2.2.3. Seja X um subconjunto de um espago vetorial (E, +,-,K). Entdo

(i) X C(X) (contido no subespago gerado)
(i) Y C X = (V) C(X) (naturalidade sob inclusao)
(i) F C E subespago = (F) =F (ndo muda subespagos)
(iv) Um subespago F' C E contendo X contem (X). (respeita subespagos)

Demonstragio. (i) Seja v € X, entdo v “Z" 1v € (X). (ii) Como Y C X,
CLe’s em Y sdo CLe’s em X. (iii) Igualdade é consequéncia das duas inclusoes
F C (F) C F, onde a primeira é (i) e para a segunda usamos que os elementos de
(F') sdo CL’s em F', mas um subespago é fechado sob CL’s segundo Lema 2.1.2 a).

(iv) Com efeito 2 (F) 5 (X). O

Lema 2.2.4. Todo subconjunto LI {u,v} C R? de dois elementos jd gera R2.
Demonstracdao. Lema A.2.1. O
Lema 2.2.5 (Os subespagos de R?). {O}, R?, e as retas passando a origem.

Demonstragdo. "D’ Exercicio 2.1.4. ’C’ Seja F um subespaco de R2. Caso
F = {0}, pronto. Caso contrario existe u € F ndo-nulo. Se os demais f € F
sao multiplos de u temos F' = Ru, pronto. Caso contrario existe um v € F', nao
multiplo de w. Entao {u,v} é LI segundo Exercicio 1.3.12 parte 2. Mas neste
caso segundo Lema 2.2.4 e Lema 2.2.3 (iv) obtemos R? = ({u,v}) C F C R?. O

Exemplo 2.2.6 (Os espagos R™, R3°, R>).

a) A base candnica £" = {eq,...,e,}, veja (1.2.1), gera R™. Com efeito
1 0
aq
Rfosv=|:|=ar|.|++a,|"
) : 0
“n 0 1

A base candnica £° := () gera o subespaco vetorial trivial {0} =: R® C R.

b) Dadoi € N, a sequéncia com todos membros nulos exceto o i-ésimo qual é 1
denotamos também de e;. A base candénica £ := {e;, e3,... } gera RY.

¢) A base candnica £°° nao gera R*®: Uma CLe deve ser uma soma finita,
tente escrever a sequéncia cujos membros sao todos 1 como uma CL.

Exemplo 2.2.7 (Polinémios). O conjunto de monémios {2, z,22, ... 2"}
onde z° := 1 gera P, (R). Todos os mondémios {1, x,z?2, ...} geram P(R).

Exemplo 2.2.8 (Sistemas lineares). Dado um sistema linear [a : b] onde a é
uma matriz m x n. Sabemos de (1.2.6) que existe uma solu¢ao = se e somente
se a lista b é CL das colunas da matriz a. Consequentemente se as colunas de a
formam um conjunto de geradores de R™, entao para cada uma inomogeneidade
b € R™ o SL admite uma solugao.
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2.3 Soma direta

Definicao 2.3.1 (Soma de subconjuntos). A soma de subconjuntos X e Y
de um espaco vetorial E é o conjunto de todas as somas

X+Y ={z+ylzeX, yecY}CE
Em vez de {u} +Y escreve-se u + Y e chama-se a translacdo de Y por u.

Lema 2.3.2. A soma de dois subespacos € gerado da unido deles, em simbolos
F,G C E subespagos = F+G=(FUG)

Particularmente, a soma de dois subespacos € um subespago mesmo.

Demonstracdo. Para provar igualdade de dois conjuntos prova-se as duas in-
clusdes. 'C’ Os elementos de F' 4+ G sdo CL’s da forma especial f 4 g enquanto
(F'UG) contem todas as CL’s em F'UG.

’D’ Pegue um elemento h de (F'UG) e use comutatividade para re-escrever
a soma finita com os somandos em F' no frente e depois aqueles em G. Assim
recebemos um elemento, igual h, em F' + G. O

Definicao 2.3.3 (Soma direta de subespagos). Sejam Fy, Fyo C E subespagos
de um espago vetorial E. No caso da intersecao trivial Fy N Fy = {O} escreve-se
F1 & F5 em vez de F + F5 e chama-se soma direta dos subespacos F; e F5.

O simbolo F & G é simplesmente uma abreviacao para duas informagoes,

com efeito
FnG={0}

FpG=H
comn o [P0

Use-se a soma direta para decompor um vetor unicamente em componentes.

Teorema 2.3.4. Sejam Fy, Fy C F trés subespagos de um espaco vetorial E:
F=FoFh <& VfeF, A frekF, frbekF tadque f=f1+ fo
Demonstracdo. Teorema A.2.2. L]

Exercicio 2.3.5. No espago vetorial F(R) das fun¢oes R — R sejam

Fiy ={f :R — R que se anulam em todos os pontos do intervalo [0,1]}

F;, ={g: R — R que se anulam em todos os pontos do intervalo [2,3]}

Mostre que Fy e F» sdo subespagos de F(R), que F(R) = F; + F5, mas nao se
tem F(R) = F1 D FQ.

Exercicio 2.3.6. Verdadeiro ou falso? Para todos subconjuntos X,Y C F vale
(i) (XUY)=(X)+()
(ii) (XNY)=(X)N(Y)
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Exercicio 2.3.7. Uma matriz quadrada a = (a;;) ,, chama-se

ij=1,.,
simétrica se a;; = aj; Vi, j anti-simétrica se a;; = —a;; Vi, j

Entao as matrizes simétricas sao aquelas iguais s suas transpostas a’ = a e as
anti-simétricas aquelas com a! = —a.

Prove que a) o conjunto S = S(n) das matrizes simétricas n X n e o conjunto
A = A(n) das anti-simétricas sdo subespagos de M(n x n;K) e b) que

M(n xn;K) =S @ A.

[Dica: b) Considere as duas matrizes a* := J (a+a') ]



Capitulo 3

Bases

Durante o Capitulo 3 denotamos de E um espago vetorial
E= (E7 +7 ) K)

sobre um corpo K.

Bases de um espaco vetorial E' sao subconjuntos LI as quais geram E no
sentido que todo vetor de E pode ser escrito como combinacao linear (CL) dos
elementos da base. Os coeficientes escalares na CL séo tnicos (propriedade LI)
e chamados de coordenadas de um vetor em respeito a base. Quando E admite
uma base finita de n elementos chama-se n a dimensao de E. Se escolhemos uma
outra base, recebemos uma outra dimensao? Veremos na Secao 3.1.2 que nao:
Se E admite uma base finita todas as bases tem o mesmo ntimero de elementos.

Entao bases sao LI, contem suficientemente muitos elementos para que todo
vetor pode ser escrito como CL deles, e na dimensao finita bases ainda sao
conjuntos maximos no sentido que s6 adicionando mais um outro vetor ja recebe-
se um conjunto LD.

Definicao 3.0.8 (Base). Para um subconjunto B de E definimos

B gera E
B base de £ & g
Bé Ll
Uma base ordenada é uma base B = {&;,&a, ...} cujos elementos sdo enume-
rados, equivalentemente escreve-se na forma de uma lista ordenada (&1, ..., &,).

Conjuntos enumerados correspondem a sequéncias, listas caso finito.

Exercicio 3.0.9. Se F = F} & F5, mostre que uma uniao By U By de bases de
Fy e Fy é uma base de E. [Dica: Unifo LI — ideia de (A.2.1).]

Exemplo 3.0.10. Sejam u = (1,1) e v = (2,0). Os conjuntos {e1,u} e {u,v}
sdo bases de R%2. Ambos conjuntos sdo LI segundo Teorema 3.1.1 (os elementos
nio sdo multiplos um do outro), e por isso geram R? (Lema A.2.1). Um exemplo
para LD é o conjunto {e;,v}, no qual um elemento é miiltiplo do outro.
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Exemplo 3.0.11 (Bases canonicas).

2)

Listas. Base canonica £" := {ey,...,e,} C R” onde n € Ny.

Caso n > 1. Exercicio 1.3.12 confirma LI, Exercicio 2.2.6 diz que gera R".
Caso n = 0. Note que R? = {0} ¢ o espaco vetorial trivial. O conjunto va-
zio £° = () é LI (Comentdrio 1.3.8) e gera o espaco trivial (Defini¢io 2.2.1).

E> :={ey,e,...}, veja Exemplo 2.2.6, nao é base do R*, ¢é sim do R.
Matrizes. Seja e'l € M(m x n) a matriz com todas entradas nulas exceto
a ij-ésima entrada a qual é (eY);; = 1. A base canénica de M(m x n) é

gmxn={el[ic{l,...,m},j€{1,...,n}} C M(m x n)
Note-se que a base canénica tem |E™*"| = mn elementos.

Polinémios. Base candnica sao mondémios {z" | n € No} C P(R).

Gerando: Por definicao de P(R). LI: Uma CL de monémios é um po-
linémio p # 0 (ndo constantemente nulo). Se p representa o vetor nulo (o
polinémio constantemente nulo) todos coeficientes devem se anular porque
polindmios de grau £ > 1 tem um numero finito de raizes. Caso p é de
grau zero, ele é da forma p(z) = apz e para se anular g deve-se anular.

Analogamente {1,z,...,2"} é uma base de P, (R.

Hiperplanos. Dado uma lista a € R™ com «,, # 0, o hiperplano
Hy :={z e R" | ayx1 + -+ + apz, = 0}

tem como base o conjunto B, := {&1,...&,—1} no qual a lista

J— (677 n M-
£ = (o,...,o,1,o,..., —7) ER", i=1,...,n—1
tem todos membros nulos exceto o i-ésimo e o ultimo. E ébvio que B, é
LI e que gera R™ podemos ver assim: Para © = (x1,...,x,) € R" vale
x € Hy
& 0=oz1+ -+ ayx,
ad Tp = anxl an n—1
< T = (Il,...,xn_l,f%zlf"'* a;71$7l_1> e R"
n n
& r=mné+ o+ rp-1€n

3.1 Aplicagoes

3.1.1 Coordenadas de um vetor

Teorema 3.1.1. Seja X C E um subconjunto tal que |X| > 2. Entdo
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a) X € LI & nenhum elemento de X é CL de outros elementos de X

b) X € LD & existe um elemento de X que é CL de outros elementos de X
Demonstragao. a) =’ Seja X LI, suponha por absurdo que um elemento u € X
fosse CL u = aqv1+- - -+ vi de outros elementos v; (tem outros como | X| > 2).
Adicionando —u em ambos lados obtemos O = (—1)u+ajv1 +- - -+ agvg. Como
—1 # 0, e depois descartar os termos com coeficientes nulos, trata-se de uma

CLe em X representando o vetor nulo. Assim X é LD. Contradicao.
<<’ Suponhamos por absurdo X fosse LD. Entao existe uma CLe em X

v+ -+ apuy =0

representando o vetor nulo. Caso k = 1. Entao ajv; = O e assim v; = al_l(’) =
O. Contradigao. Caso k > 2. Entao v; = —aflagvg — = aflakvk é CL de
outros elementos de X. Contradi¢ao. b) é equivalente & parte a). O

Corolario 3.1.2 (Unicidade dos coeficientes de CL’s em conjuntos LI). Seja
{v1,..., 05} um subconjunto LI de E, entdo

a1+ oy =B+ F By = a1 =01, 00 = P

Em palavras, se duas CL’s num conjunto LI representam o mesmo vetor, entao
0s coeficientes escalares coincidem.

Demonstra¢do. oy — 1 = 0: Suponha por absurdo a; — 51 # 0. Entao o vetor
v1 = (a1 — B1) " (a2 — Ba)va + - + (o — Br)vr)

¢ CL de outros elementos. Contradi¢ao. Andlogo para os outros a; — ;.
Outro argumento (usando LI): Pela hip6tese (a1 — f1)v1+- -+ (o — B )ug, = O.
LI diz que todos coeficientes sao nulos. ]

Lema 3.1.3.

a) Um subconjunto Y de wm conjunto LI X é LI.  (Subconjuntos herdam LI)
b) Um conjunto X contendo umY LD é LD. (Superconjuntos herdam LD)
¢) Um subconjunto LI X num subespago F' C E, também é LI em E.

(LI transfere-se para superespagos)

5

Demonstragao. a) Como X é LI, toda CL em X representando O tem todos
coeficientes nulos. Como Y C X, toda tal CL em Y é uma em X e assim tem
todos coeficientes nulos. b) Como Y C X, uma CLe em Y representando O é
uma tal em X. ¢) Isso é simplesmente o fato que o vetor nulo de um subespago
é o vetor nulo do espago vetorial ambiente, veja Exercicio 2.1.3. O
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Comentario 3.1.4 (Consequéncias das duas propriedades de ser base B de F).
(B) = E: Assim todo v # O pode ser escrita como CL em B, com efeito

v=0o1& + -+ apée (311)

para escalares o; € K e vetores {; € B da base.
B é LI: Assim os coeficientes ¢; em cima sdo tnicos (Corolario 3.1.2).

Todo vetor v € E admite coordenadas unicas oy, ..., € K
em respeito a uma base ordenada B de E.

Definicao 3.1.5 (Coordenadas). Suponha B = (&, ..., &,) ¢ uma base or-
denada de um espaco vetorial E. As coordenadas de um vetor v € FE em
respeito & base B sao os coeficientes aq, . . ., o, em (3.1.1). A matriz n x 1 das
coordenadas

(5]

[1‘}5 = e K" (:,')).'1.2)
a,

é chamado de vetor coordenada de v em respeito a base B. Abreviamos
[v] := [v]em no caso de E = K™ munido da base candnica £™.

Exercicio 3.1.6. Seja E = R? munido da base candnica & = (ej, e2) e da base
B = (£1,&) onde & = (1,1) e & = (—1,1). Determine [e1]s, [e2]s, [e1], [e2] e
também [&1]5, [&2]8, [61], [E2]-

Exercicio 3.1.7. Mostre que os polinémios 1, z — 1, e 22 — 3z + 1 formam uma
base de Pa(R). Exprima o polindmio 222 — 5z + 6 como CL nessa base.

3.1.2 Dimensao de um espago vetorial

Teorema 3.1.8. Se um conjunto finito gera E, entdo qualquer conjunto Y C E
com mais elementos € LD.

Corolario 3.1.9. Suponha um conjunto finito X gera E, entao
YCFELI = Y] < |X].
Para provar Teorema 3.1.8 vamos usar o seguinte resultado sobre SLH’s.

Teorema 3.1.10 (Existéncia de solugoes nao-triviais de um SLH). Dado uma
matriz a € M(m x n;K). Se tem menos linhas como colunas (m < n), entdo o
SLH ax = O, compare (1.2.5), admite solugdes © = (x1,...,2y) # (0,...,0).

Demonstra¢ao. Inducdo sobre o ntimero m de linhas. Veja Teorema A.3.1. [
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Demonstragio de Teorema 3.1.8. Suponha que o conjunto X = {vy,...,Um}
gera o espago vetorial F e seja Y C EF um outro subconjunto com mais ele-
mentos, ou seja |Y| > m. Para mostrar que Y é LD, basta mostrar segundo
Lema 3.1.3 b) que um subconjunto U = {uy,...,um+1} C Y de m+1 elementos
¢ LD. Como X gera F e cada um u; pertence a I existem escalares a;; tal que

Uj = 101+ ot A Um (%5)

paraj=1,...,m-+ 1.
Para U é LD resta mostrar: existem escalares nao-nulos z1, ..., Z,,+1 tal que
TUu1 + -+ T Umtr = O (3.1.3)

Para este fim considere o SLH de m equagoes de n = m + 1 incégnitas x;

a1+ F a1mp1 T =0
(SLH)
171+ -+ Q1T 01 =0
o qual tem uma solu¢do nado-trivial x = (x1,...,2Zms+1) # (0,...,0) segundo

Teorema 3.1.10 como m < n. Obtemos (3.1.3) assim: usando (%1 — *;,41) temos

T1U1 + -+ T 1Um+1
=221 (an1v1 + -+ Am1vi)
+x2 (a12v1 + -+ amav)

+ Tyt (Oél,m—i-lY/'l T+t upymt )

m—+1 m—+1

= E a1+ -+ g AmjTj
Jj=1 Jj=1
N—— N———
=0 (SLH); =0 (SLH),

=0
O

Proposigao 3.1.11. Se uma base B de E tem m elementos, entdo todas tem.

Demonstragdo. Sejam B = {{y,..., 5} e B bases de E. )

1) (B) = E'e Y := B LI implicam (Coroldrio 3.1.9) £ := 5| < [B| =m < .

2) Analogamente como (B) = EeY := BéLIL temos quem = |[B| < |B|=¢. O
Definicao 3.1.12 (Dimensao). Se um espago vetorial F admite uma base finita
B, o numero dos elementos é dito a dimensao de E, em simbolos

dim E := |B|

Caso E nao admite nenhuma base finita dizemos que F é de dimensao infinita
e escrevemos dim F = oco.
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Comentario 3.1.13 (Dimensao do espago vetorial trivial). O conjunto vazio é
uma base do espago vetorial trivial E = {O}, Exemplo 1.3.8, assim dim{O} = 0.

Lema 3.1.14 (Aumentando conjuntos LI). Seja X = {v1,...,vx} um subcon-
junto LI e seja u € E um vetor fora do subespago gerado, ou seja (X). Entdio
o conjunto extendido {v1,...,vg,u} também é LI

Demonstragio. Se X = ), entao v ¢ (0) = {O}, assim v # O e {u} é LI
segundo Coroldrio 1.3.8. Se X # (), suponha por absurdo que {vq,..., vk, u}
fosse LD. Assim existe uma CLe ajvy + -+ + agvr + fu = O. Caso § = 0,
entao (aq,...,ar) # (0,...,0) e aqvy + -+ + v = O. Assim {v1,..., 0%}
¢ LD. Contradigdo. Caso 3 # 0, entao u = —7! (av1 + -+ + agvg) € (X).
Contradicao. 0

Exercicio 3.1.15. Sejam X7, Xo,... subconjuntos LI de um espaco vetorial F.

1. Caso encaixado X; C X5 C ..., prove que X =JX,, é LI

2. Se cada X, tem n elementos, prove que existe um conjunto LI X =
{z1,22,...} com x; € X;, para todo j € N.

3. Supondo E = R e as hipdteses em 1. e 2., é verdade que X = |J X, seja
uma base de E7?

Corolarios do Teorema 3.1.8

Nos corolarios seguintes n € Ny, particularmente é um nimero, assim finito.
Corolario 3.1.16. YC E, |Y|>n:=dimFE = Y LD

Demonstracao. Como dim E = n existe uma base B de F com n elementos. [

Corolario 3.1.17. Se um conjunto Y é LI em E, entdo |Y| < dim E.

Demonstracao. Caso dim E = oco: verdadeiro trivialmente. Caso dim F < oo:
escolha para X em Coroldrio 3.1.9 uma base de F para obter |Y| < dim E. O

Corolario 3.1.18. Suponha X C E tem n :=dim E elementos, entao
X gera E & X éLI

Demonstracdo. n = 0. Assim X = (), ambos lados valem automaticamente.

n = 1. Assim X = {v} onde v € E, ambos lados sdo equivalentes a v # O.

n = 2.’=" Suponha que X = {v1,...,v,} gera E. Por absurdo suponha que X
é LD. Segundo Teorema 3.1.1 b) um elemento de X, dizemos v,,, é CL de outros
elementos de X. Entao E = (X) = ({v1,...,0,}) = ({v1,...,0n_1}). Qualquer
base B de E tem n elementos pela hipétese n = dim E' — mais elementos como
o conjunto {vy,...,v,—1} gerando E. Entao B é LD segundo Teorema 3.1.8.
Contradigdo. ’<=’ Suponha que X = {vq,...,v,} é LL. Por absurdo suponha
que X nao gera E. Entdo existe u € E ndo elemento de ({vy,...,v,}). As-
sim o conjunto aumentado {vy,...,v,,u} é LI segundo Lema 3.1.14. Mas um
subconjunto com mais elementos (n + 1) como a dimensao (n) é LD segundo
Corolério 3.1.16. Contradigao. O
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Corolario 3.1.19. Um subconjunto LI com n = dim E elementos é uma base.
Demonstra¢do. Tal subconjunto LI gera E segundo Corolario 3.1.18 '<’. O
Lema 3.1.20. Se um conjunto finito X gera E, entdo |X| > dim E.

Demonstrag¢ao. Suponha que X = {v1,...,v,} gera E.

Caso X ={vy,...,v,,} é LI: Entdo X é base e assim | X| = dim E.

Caso X = {vy,..., v} é LD: Assim X # 0.

Casom=1: Entdov; = O e E = (v1) = {O}. Assim |[X|=1>0=dimE.
Caso m > 2: Como {vq,...,v,,} é LD, pelo menos um elemento, dizemos v,,,
deve ser CL de outros. Iterando até chegamos num conjunto LI obtemos que

E={v,...,om})={v1,...,om-1}) = = {v1,...,0})

onde {vy,...,vp} é L1 e £ > 1. Entao {v1,...,v,} =: B é base de E e assim
| X|>¢=1|Bl=:dimE. O

Exemplo 3.1.21 (Dimensao). Veja Exemplo 3.0.11.

(a) dimR"™ = |E™] = n e diIM R = |E®| = 0. (Andlogo para corpos K.)
dim R*>® = co: Suponha por absurdo que é finita a dimensao n := dim R>°.
Segundo Coroldrio 3.1.16 para Y = £ e E = R*™, como |Y| = || =
oo > n = dimR*®, segue que £ é LD em R>*. Mas £ é LI em R
segundo Exercicio 1.3.12. (Outro argumento: Como £%° é LI em R,
deve ser LI em R* segundo parte ¢) do Lema 3.1.3.) Contradigao.
dimP,(R) =n+1 e dim P(R) = cc.

dimM(m x n) = mn.

o o
- =

(d) Hiperplanos H, C R™, onde o € R™ nao-nulo, tem dimensao n—1. Aquele
‘hiper’ refere-se ao fato do que na dimensao falta 1 para a dimensao do
espaco vetorial ambiente.

Exercicio 3.1.22 (Produto cartesiano). Sejan € Ny e seja F' um espago vetorial
de dimensdo m. Mostre que o produto cartesiano F*™, veja (1.1.2), é um espago
vetorial sob as operacoes de adigao e multiplicagao escalar, ambas componente-
por-componente, e que dim F*"™ = mn.

[Dica: Dimenséo — escolha uma base de F' e use para definir uma base de F*".]
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3.2 Existéncia e extensao

Teorema 3.2.1. Seja E da dimensdo finita n € Ny.

(a) Todo conjunto gerando E contem uma base de E. (Ezisténcia de bases)

(b) Todo subconjunto LI é contido numa base de E. (Extensdo de bases)

(¢) A dimensdo de qualquer subespaco de E é < n. (Dimensdio)
)

(d

Um subespaco F' de E da mesma dimensdo n € igual o E.

Demonstragao. LI refere-se a E se nao especificado diferente. (a) Suponha X
gera E. Seja B C X qualquer subconjunto LI (existe como B = () mostra),
entdo |B| < dim E =: n segundo Coroldrio 3.1.17. Para k € Ny seja

Co:={BCX|BéLle|B|=k}

a familia de todos os subconjuntos B C X os quais sao LI e composto de
k elementos. Seja B, C X um subconjunto LI com o nimero maximo de
elementos. Entao B, € C; para um ¢ € {0,1,...,n}. Seja B, = {&,...,&}.
Considere as quatro inclusdes (dois deles sendo igualdades)

E=(X)C{((B.)=(Bs) CE

Consequentemente o conjunto LI B, gera E, ou seja B, é uma base. Resta
justificar as quatro inclusdes. INCLUSAO 1. Pela hip6tese X gera E.
INCLUSAO 2. Parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica como X C (B.): Suponha por
absurdo que existe um vetor v € X o qual ndo é CL em B,, ou seja v ¢ (B.).
Segundo Lema 3.1.14 o subconjunto aumentado {&1,...,&, v} de X ainda é LI,
mas contem ¢ + 1 elementos, entao mais como B,. Contradigao.

INcLUsAO 3. Como (B,) é um subespago parte (iii) de Lema 2.2.3 aplica.
INCLUSAO 4. Como B, C X C F parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica.

(b) Suponha X C E é um subconjunto LI. Como k := |X| € {0,...,n},

veja Coroldrio 3.1.17, trata-se de um conjunto finito, ou seja X = {v1,...,vx}.
Subconjuntos B C E LI e contendo X (existem como B := X mostra) sao
compostos de ¢ elementos para um ¢ € {/,...,n}. Seja B, um tal subconjunto
com o numero maximo ¢, de elementos. Entao B, é LI e contem X C B,. Para
B, é uma base de FE, resta mostrar que gera F, ou seja (B,) = E:
'C’ trivial como B, C E. 'D’ Suponha por absurdo que existe um vetor u € F
o qual nao pertence a (B,), entdo o conjunto aumentado B, U{u} é LI segundo
Lema 3.1.14, contem X porque B, contem X — mas tem mais elementos como
B,. Contradigao.

(c) Suponha F é um subespago de E. Seja B C F qualquer subconjunto LI
em respeito a F (existe como B = () mostra). Note que B é LI em respeito a
E segundo Lema 3.1.3 ¢). Assim |B| < n := dim F segundo Corolario 3.1.17.
Agora escolha um subconjunto B, C F LI em respeito a F com o nimero
méximo de elementos. Como temos visto k := |B,| < dim E =: n. Resta
mostrar que B, é uma base de F (neste caso dim F' = |B,|). Pela escolha B, é
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LI em F', entdo basta mostrar (B,) = F"

'C’ trivial como B, C F. D’ Suponha por absurdo que existe um vetor u € F
o qual ndo pertence a (B,), entdo o conjunto aumentado B, U {u} é LT em F
segundo Lema 3.1.14 — mas tem mais elementos como B,. Contradicao.

(d) Seja F C E um subespago de dimensdo n := dim E. Pela defini¢ao
de dimensao existe uma base B de F' com n elementos. Como B é LI em
respeito a F, é LI em respeito a E segundo Lema 3.1.3 ¢). Como além disso
|B] = n := dim E o Corolario 3.1.18 diz que B gera E. Entao E = (B) = F,
onde a segunda igualdade segue porque B é base de F, entao gera F. O

Proposigao 3.2.2. Seja F um espaco vetorial e Fy, Fy subespacos de dimensao
finita k, 0. Entdao existe uma base finita B do subespaco F1+ Fs de F que contem
uma base By de Iy, uma base By de Fy, e uma base Bi1o de Iy N Fy. Vale que

Demonstragao. Vamos denotar de (b),(c) as partes correspondentes do Teo-
rema 3.2.1. O subespago Fy; N Fy C F; tem dimensao finita m (segundo (c)
para E = F}) e assim admite uma base finita Bia = {(1,...,(n} (segundo a
definigdo de dimensao). Segundo (b) para E = F; o conjunto Bz — LI em
F1 N F5 e segundo Lema 3.1.3 LI no superespaco F; — é contido numa base B;
de F}. Analogamente Bjs é contido numa base Bo de F. Uma base de F; + F»
contendo as bases desejadas é

B2
B:= (B \ Bi2) UBi12 U (B2 \ Bi2) = B1U (B2 \ Bi2) = B1 U B

Contando elementos obtemos
dim(Fy + Fp) = |Bl=(k—-m)+m+{—m)=k+{—m.

Resta checar as duas propriedades de uma base. B gera F1+F5: Os elementos
de Fy + F» sdo da forma f; + fo onde f; € Fy (assim é CL em B;) e fo € F
(assim é CL em Bg). Consequentemente f; + fo é CL em By U By = B.
B éLlem F: Seja By ={&1,...,&} e Bo\ Bia = {n1,...,M¢—m}. Suponha por
absurdo que B é LD, ou seja existem escalares «;, 5; nao todos nulos tal que

a1+t apbs +B8im o+ Bemmfe—m = O

=—v1 =3

Nao todos f;’s sdo nulos (caso contrdrio B; é LD, contradigdo). Assim v; €
F>\ (F1NFy). De outro lado —vy, entdo vy, é elemento do subespago Fy. Assim
v1 € (F1 N Fy) e vy ¢ (F1 N Fy). Contradicao. O

Corolario 3.2.3. Sejam F,G C E subespacos de dimensoes finitas, entdo:

dimF +dimG =dim FE

FoG=F &
@ {FOG{O}
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Demonstragao. =’ Férmula (3.2.1) usando que a intersegao tem dimensao zero.
<’ Suponha que F NG = {O} e que as dimensdes de F e G adicionam &
dimensao de E. Segundo Lema 2.3.2 a soma F + G é um subespago de F.
Entao F + G = FE segundo Teorema 3.2.1 (d). O

Exercicio 3.2.4 (Subespacos do espaco M(n x n) das matrizes quadradas). !
1. Sejam A, S C M(n x n) os subespagos das matrizes anti-/simétricas.

(a) Para cada par (i,5) € {1,...,n} x {1,...,n} seja e} a matriz n x n
cujos elementos nas posigoes 7j e ji sao iguais a 1 e os demais sao
zero. Prove que estas matrizes constituem uma base {eﬂ} para S.

(b) De modo andlogo, obtenha uma base {e"} para A.

(¢) Conclua que

n+1)

dims = ™ n(n—1)

5 dimA:n( 5

Calcule dim S + dim A e lembre-se que dim M(n x n) = n%. Conclua que
Mnxn)=S® A
Antes, no Exercicio 2.3.7, tenhamos obtido uma prova alternativa desse.

2. As matrizes t = (¢;;) € M(n x n) tais que ¢;; = 0 quando ¢ < j sdo chama-
das triangulares inferiores. Prove que elas constituem um subespago
T C M(n x n). Obtenha uma base para 7 e determine a sua dimensao.

3. Obtenha uma base e consequentemente determine a dimensao de cada um
dos seguintes subespagos de M(n x n) as quais sdo composto de

(a) matrizes a = (a;;) de trago (a soma dos elementos da diagonal)
n
tr :M(nxn) >R, aw—tra:= Za“
i=1
nulo, ou seja tra = 0.

(b) matrizes cuja primeira e tltima linha sdo iguais

(¢) matrizes cuja primeira linha e primeira coluna séo iguais

1 As dimensdes para seu controle: 2. dim 7 = n(n + 1)/2
3. ()20 L (n—1)=n2—1 (b)n(n—2)+n=n(n—-1) (c) (n—1)2+n=n%—(n—1)
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Capitulo 4

Transformacoes lineares

No Capitulo 4 denotamos de E, F' espagos vetoriais
E:(E7+7‘7K)a F:(F,+aaK)

ambos sobre o mesmo corpo K. Na primeira leitura pense em K = R. As letras
m,n denotam numeros naturais ou zero.

4.1 Definicao e exemplos

Definicao 4.1.1. Uma transformacao linear (TL), também chamado de
homomorfismo de espagos vetoriais ou operador linear, é uma aplicagao

A:E—F, v~ Av)=:Av
a qual preserva as operagoes em F e F', ou seja

A(av) = aAv

(Linearidade)
A(v +w) = Av + Aw

para todos os escalares a € K e todos os vetores v,w € E. Note-se que nos
lados esquerdos aparecem as operacoes em FE e nos lados direitos aquelas em F'.

Como indicado acima vamos escrever no caso de aplicagoes lineares geral-
mente Av em vez de A(v). Assim Av j4 sinaliza que A é linear. Note-se que

(Linearidade) <  A(au+ fv) = aAu+ BAv, Vo,B €K, Vu,v € E
Lema 4.1.2. Seja A: E — F uma TL. Entdo

(i) AO =0 (leva o vetor nulo de E no vetor nulo de F')
(il) A(—v) = —(Av) (leva inversos em inversos)
(ili) A(u —v) = Au— Av

99
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(iv) Alaqvy + -+ + agvg) = a1 Avy + -+ + ap Ao (leva CLs em CLs)
para todos os vetores u,v,v; € E e escalares o; € K.

Demonstragao.

(i) A0 = A(O + 0) "™ 40 + AO, entio AO = O segundo Lema 1.1.4 3b)
(i) A(—v) + Av " A(—p 4 0) = 40 L 0.

(iii) Au —v) "= Ay + A(—v) D Ay — Av.

(iv) Indugao sobre k baseado na linearidade. O

Exercicio 4.1.3. Considere os elementos de R? dados por

Uy = (27 71)7 Uz = (1’ 1)7 Uz = (71, 74)7

v = (1,3), Vg = (2,3), V3 = (5,6)
Decida se existe ou ndo uma transformacao linear A : R2 — R? tal que
AU1 = v, AU2 = V2, A’LLg = U3

Solugao. Se A é linear entdo escrevendo uz como CL de uy e ug, ou seja
uz = au + Busg, o elemento v = Aug deve ser CL de v; = Auy e vo9 = Aus com
os mesmos coeficientes. Com efeito

vy = Aug = A(auy + Busg) lin- aAuy + fAus = avy + Bus

Entao vamos checar se é verdadeiro isso: Determinamos « e § primeiro

o[£+ [ [12]

Comparando os primeiros membros obtemos § = —1 — 2. Use isso na com-
paragao dos segundos membros para obter « = 8 +4 = —-1—2a+4 =3 — 2a.
Assim o = 1 e 8 = —3. Basta calcular

e ] ][+ -»

Entao nao existe uma tal transformagao linear A.

Exercicio 4.1.4. Mesma pergunta como no Exercicio 4.1.3 mas a) com vs =
(—=5,—6) e b) com v = (5, —6).

Definigao 4.1.5. Considere o conjunto
L(E,F):={A|A: E — F transformacao linear}
de todas as transformacoes lineares entre F e F' munido das operagoes

+:L(E,F)x L(E,F)— L(E,F) - Kx L(E,F)— L(E,F)
(A,B)— A+ B (o, A) = aA

definidas assim (A 4+ B)v := Av+ Bv e (ad)v := a(Av).
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Note que A+ B,aA : E — F realmente sao lineares. Por exemplo, vale

(ad)(v+ w) def. a(A(v+ w)) 'in- a(Av + Aw) digtr. a(Av) + a(Aw)

e o lado direito é (aA)v + (a«A)w pela definicio de aA.

Lema 4.1.6. O conjunto L(E,F) das transformacgées lineares de E para F
munido das operacoes '+’ e 7+’ forma uwm espaco vetorial

£<E7F) = (L(E?F)7+a aK)
sobre o corpo K. O vetor nulo de L(E,F) é a TL nula O : E — F, v+~ 0.1
Demonstra¢do. Deixamos ao leitor verificar os axiomas na Definigdo 1.1.16. O

Definicao 4.1.7 (Operadores lineares em E). No caso F' = F os elementos de
L(FE):= L(E, E) sdo chamados de operadores lineares em E ¢ o operador

I=Ig:E—E, v—wv (4.1.1)

é chamado de operador identidade em F.

Espacgo dual

Definicao 4.1.8 (Espago dual E*). No caso F' =K o espago E* := L(E,K) é
chamado de espago dual de E. Chama-se os elementos ¢ € E* de funcionais
K-lineares em F ou, no caso K = R, funcionais lineares, as vezes reais.

Exercicio 4.1.9. A expressio geral de um funcional linear ¢ : R3 — R é
o(x,y,z) =ax + by +cz
onde a, b, c sao nimeros reais determinando ¢. Dados os elementos
u=(1,2,3), v=(-1,2,3), w=(1,-2,3),
de R3 determine a, b, ¢ de tal modo que se tenha ¢u =1, pv =0 e pw = 0.2

Exercicio 4.1.10. Seja B = {&1,...,&,} uma base do espago vetorial real® E.
Parai=1,2,...,nseja¢; € E* := L(E,R) determinado pelos valores na base B

01 =0, ... ,0:§-1=0, ¢&=1, ¢&+1=0, ... ,0& =0

veja (4.1.3). Prove que B* := {¢1,...,¢n} é uma base de E* (chamada de base
dual de B). Mostre que se tem ¢;v = v; para todo v = v1&; + -+ + v,&, € E.

L o primeiro O é Or(E,F) € o outro OF; para legibilidade néo escrevemos demais subscritos

2 A resposta para seu controle: a = —%, b= %, c=0.
3 'real’ indica que o corpo sio os ntimeros reais R
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Isomorfismos

Definigao 4.1.11 (Isomorfismo). Um isomorfismo entre espagos vetoriais E
e F é uma transformagao linear (homomorfismo) T : E — F tal que a aplicacao

injetivo o Tu=Tv=u="v
T:FE — F ¢ bijetivo & e
sobrejetivo & Yve FJue E: Tu=wv

Se existe um isomorfismo entre E e F' dizemos “E e F' sao isomorfo” e escre-
L3 T re .
vemos E ~ F, ou ainda E ~ F para destacar quem é o isomorfismo.

Exercicio 4.1.12 (Isomorfismo é relacao de equivaléncia). Mostre que isomor-
fismo '~ é uma relacao de equivaléncia no conjunto de todos os espacos
vetoriais: ou seja, mostre que sao satisfeitos os trés axiomas seguintes

E ~ FE para cada um espaco vetorial (reflexividade)
E~F = F~FE (simetria)
E~x~FeF~G = E~G (transitividade)

Definicao 4.1.13 (Inversa). Uma transformagao linear A € L(F, F') é chamado
invertivel caso existe um B € L(F,FE) tal que AB = Ip e BA = I. Neste
caso B é tinico e chamado a inversa de A, simbolo A~! := B

Comentario 4.1.14. Dado um isomorfismo 7" : £ — F', definimos a aplicacao
S:F—E, f—w

onde v € F é o unico vetor tal que Tv = f. Pode checar que S é linear e bijetiva,
ou seja um isomorfismo, e que S ¢é a inversa de 7.
A composicao BA de dois isomorfismos é um isomorfismo e sua inversa é

(BA)™' =471~} (4.1.2)

Construindo transformacoes lineares

Uma base ordenada é uma base B = {£1,...,£,} cujos elementos sdo enum-
erados, alternativamente escreve-se na forma de uma lista ordenada (&1, . . .,&,).

Proposicao 4.1.15. A fim de definir um homomorfismo A € L(E,F) basta
escolher as imagens de uma base (ordenada) B ={¢&,...,&,} de E:

EXISTENCIA. FEscolha uma lista f := (f1,..., fn) de n := dim E elementos f;
do contra-dominio F, repeticdes nao excluidas, e defina

Af&i=fi,  j=1....n (%7)
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Entdo extende Ay ao E inteiro usando (Linearidade): Dado uw € E, exprime u
em respeito a base B na forma u = Z;-lzl ;& onde os escalares oy sdo unicas
- sdo as chamadas coordenadas do vetor u, veja (3.1.1). Defina

Afu = Zozjfj :f ZO&jAffj (413)
j=1 j=1

UNICIDADE. Se B € L(E, F) satisfaz (x¢), levando os & nos f;, entdo B = Ajy.

Demonstracdo. Deixamos ao leitor a tarefa simples de checar que Ay definido
acima é linear, ou seja Ay € L(E, F), e é unicamente determinado por (x7). 0O

Note-se que Ay nao sé depende da escolha dos elementos f; de F, mas
também da escolha da base B de E. Por isso as vezes escrevemos

AR = A,
Exercicio 4.1.16. Mostre: os membros da lista f = (f1,..., fn) € F*" formam
a) um conjunto LI de n elementos < Ay éinjetivo
b) um conjunto gerando F < Ay é sobrejetivo
¢) uma base de F' & Ay é um isomorfismo (e dim F' = dim F)
Se lembra da diferenga entre lista e conjunto? O conjunto X := {f1,..., fu}

dos f;’s nao necessariamente contem n elementos: por exemplo, se escolhe para
cada um membro f; da lista f o mesmo vetor f o conjunto X contem 1 elemento.

Teorema 4.1.17. Seja dim F finita e B = {&1,...,&,} uma base de E, entio

U =Ug: F*" — L(E,F)

oA, (4.1.4)

€ um isomorfismo. Lembre-se de (x¢) que Ay € determinado por Af&; == f;.

Demonstracdo. Teorema A.4.1. O

Lembre-se do Exercicio 3.1.22 que dim F*"™ = ndim F. Vamos ver no futuro
que isomorfismos preservam dimensoes — o que implica

Coroléario 4.1.18. dim £L(E,F) = dim F*" = dim F - dim F

Exercicio 4.1.19. Mostre que dim L(R",R™) = dimM(m x n). Dado um
corpo K, vale analogamente dim £(K",K™) = dim M(m x n; K).

Comentario 4.1.20 (Extensao de TLs). Suponha que em vez de uma base de
E s6 temos um subconjunto X C E LI e com k elementos X = {&1,...,&},
particularmente k = |X| < dim E =: n. Note-se que X é uma base do subespaco
(X). Seja f = (f1,---, fx) € F*¥ uma lista com k := dim(X) = |X| membros.
Conforme Proposicao 4.1.15 isso determina unicamente uma TL injetiva

A tED(X) = F, Af¢ = (j=1,...,k)



64 CAPITULO 4. TRANSFORMACOES LINEARES

Entao existe uma transformagao linear
AT E—F

extendendo Af, ou seja a restrigao AJ’? l(xy € A]’}) . Para construir a extensao

I) estende-se o conjunto LI X a uma base de F usando o Teorema 3.2.1 (b) e
IT) apensa-se & lista f mais n — k membros.

Matrizes

Matrizes sao transformacoes lineares. Para ver isso escolhemos uma matriz
a € M(m x n;K) e consideramos a aplicagao

a: K" - K™, xw ax
a qual leva uma lista € K™ para a lista definida pelo produto matriz

€1
a1 ... Qin . a1121 + -+ Q1pTn
ar = : . ’ =

Am1 -+ Amn : Am121 + -+ AmnTn
LT

Lembrando a notacao a,; para colunas introduzido em (1.2.3), continuamos

aiy QA1n
= ry+ -+ Tp =: (Ae1,..-,2n) (4.1.5)
Am1 Amn
“‘n
Aol Aen

No ultimo passo definimos uma nova notagao a qual vai ser bem ttil. O simbolo
que usamos quer lembrar o produto matriz, para nao precisamos memorizar
mais uma formula. Na nova notacao é facil ver que a(ax + fy) = aax + Say
mostrando que a: K® — K™ ¢ linear. Assim temos verificado que cada uma
matriz é uma transformacao linear. E vice versa?

Escreve as colunas de uma matriz a como lista, ou seja fa = (Qe1,-- ., den)-
. . n . . ~
Agora considere o operador linear A? definido em (4.1.3) e defina a aplicagao
. (

1/, . n m g
M(m x n;K) — L(K",K™), aw A%

Na verdade verifica-se que A?: = a e assim a aplicacao é obviamente linear e
injetivo. Mas sera sobrejetivo? Vamos dar uma resposta positiva na Segao 4.2.2:
Com efeito, dado B € L(K™,K™) e as bases canonicas, entao b := [B] ¢ levado
a B. Assim a aplicacao é sobrejetiva, entao um isomorfismo.
Alternativamente, vamos ver no futuro que, como as dimensoes sao iguais e
finito, injetivo é equivalente a sobrejetivo.
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4.2 Matrizes

Temos adicionado (1.2.4), (3.1.2), Comentério 4.1.14, e (4.1.5).

Seja
A:E— F

uma transformacao linear entre espacos vetorias sobre um corpo K, por exemplo
K = R. Lembramos de (4.1.1) que

Ig:E—FE, v—v

é o operador identidade em E e Ip o em F. Agora serd muito util escrever uma
base ordenada na forma de uma lista ordenada. Sejam U = (&1,...,&,) e u
bases ordenadas de Ee V = (n1,...,0m) e V de F. Nas seguintes secoes vamos
estabelecer e provar os detalhes da seguinte diagrama comutativa®

a:=[A]
K» u.v K™
u v
pi=[Isly, g |~ E—a——F ~|a=[Irly (4.2.1)
u %
K" K™
EI[A]L?’\N)

No diagrama p é a chamada matriz de passagem da base U/ de E para U.
Além disso a é a matriz da transformacao linear A : F — F em respeito as
bases U do dominio e V do contradominio.

Comentéario 4.2.1 (Interpretacio da parte triangular esquerda da diagrama).

Sejam U, U e W bases do espaco vetorial ' da dimensao n. Sejam

p: a matriz de passagem de U para U

r: a matriz de passagem de U para W
Vamos entender nesta secao que nestas hipdteses

rp € a matriz de passagem de U para VW

—1 , . ¥
9] ¢ a matriz de passagem de U para U

4 Comutatividade significa que caso entre dois espacos vetoriais no diagrama tem dois ca-
minhos de flechas, entdo ndo importa o qual usamos. Note que a flecha de um isomorfismo '~’
também existe na diregdo reversa (no diagrama sé mostramos uma flecha para simplicidade).



68 CAPITULO 4. TRANSFORMACOES LINEARES

4.2.1 Bases induzem isomorfismos

Definigao 4.2.2 (Um sfmbolo com duas significados). Usamos o mesmo simbolo
para a base e para o isomorfismo determinado pela: Escrevemos

U: K" E, z—Ur

para a transformacao linear determinada pela base U = (1, ...,&,), ou seja
xy
Uz = (517---;511) = flml +o +£nmn €FE (422)
Ty =v

Obviamente a aplicacao U : K® — E é linear. Ela ¢ injetiva como a base U
é LI (Corolério 3.1.2) e sobrejetiva como B gera E.

Portanto U : K™ — E € um isomorfismo, simbolo >.

No caso E = K" a base canonica £" produz o operador identidade €™ = Ign.
Seja U = (&1,...,&,) uma base ordenada de E. Dado v € F, entdo z :=
U tv € K™ é o vetor coordenada [v],, de v em respeito & base U introduzido
em (3.1.2): Com efeito como B é base exprime-se v como CL dos elementos de
B com coeficientes tinicos z;, ou seja v = & 121 + -+ - + £y =: Uz, Assim
T
U o= | =[], K" (4.2.3)
Ty
O isomorfismo U~! : E — K" é chamado de sistema de coordenadas em E.
No caso de E' = K" com base canonica U = £ abreviamos [v] := [v].

4.2.2 A matriz de uma transformacao linear

Dado uma transformagéo linear A € L(E, F) e basesU = (&1,...,&,) de E e
V= (m,...,nm) de F, entdo podemos representar os elementos A¢; € F' como
combinagcao linear na base V com coeficientes a;; € K tnicos. Com efeito

Afj =Mmai; + -+ N Qmj (424)

Note como pela nossa definigdo o indice do 7); coincide com o primeiro (mais
perto) indice do escalar a;; o qual deve ser escrito atrds.

Os escalares a;; formam uma matriz m x n chamada de matriz de A em
respeito as bases U e V, simbolo

[A]u,v = a = [a;] (4.2.5)
Note-se que a matriz a tem como colunas

aij
a,; = | | =[Ag],

Amj
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os vetores coordenadas dos imagens A¢;, ou seja

[Alyy = [[A&]y - [A&)y] = [ae1 .. as] = a

No caso E'= F e U =V abreviamos [A],, := [A],,;,. No caso &= F' = K"
el =V =& abreviamos [A] := [A] ..

Exercicio 4.2.3. Mostre que a matriz do operador identidade
[IE]Z/{ = [IE]M,L{ =1
sempre é a matriz identidade se usamos s6 uma base U de E.
Teorema 4.2.4. Considere duas transformacoes lineares consecutivas
L Fr S e
entre trés espacos vetoriais com bases ordenadas respectivas
u:(€17~"7€n)7 V=(7717~-~,Tlm)a W:(Vla-“vl/p)
Entao vale o sequinte. a) Levando transformagdes lineares as suas matrizes
U =Uyy: L(E,F) = MnxmK), A [A],,

é um isomorfismo. b) A matriz de uma composi¢ao

[BA]M,W = [B]v,w [A]u,v (4.2.6)
€ o produto das matrizes.
Demonstracao. Teorema A.4.2. O

Lembre-se do Exemplo 3.1.21 (c¢) que dimM(n x m;K) = nm. Vamos ver
no futuro que isomorfismos preservam dimensées — o que implica

Corolério 4.2.5. dim L(E, F) = dimM(n x m;K) =nm = dim E - dim F

4.2.3 Mudancga de base — comutatividade da diagrama

Nesta segao estudamos na diagrama (4.2.1) o que acontece a) com um vetor
coordenada [v];, = U v se trocamos a base U de E para uma outra base U e
b) com a matriz de uma transformagao linear se tambémtrocamos a base de F.

Vetor coordenada

A matriz p := [Ig],, ;7 do operador identidade, por definigao (4.2.4), satisfaz

G=Ip&=0py+ - +&pn;  J=1,...n (4.2.7)
Nas outras palavras ela exprime os elementos da base velhad = (§1,...,&,) de E¥
como combinagao linear dos elementos da base nova U = ({1,...,&,) de E. Por

isso p é chamado de matriz de passagem de U para U. A matriz de passagem
participa do diagrama (4.2.1) fazendo as partes triangulares comutativo (4.2.1).
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Lema 4.2.6. Up = U na diagrama (4.2.1), equivalentemente UEel, = Uu-u.

Demonstracao. Para x € K™ vale

Zk P1kTk

Upz = (51, e ,gn) : = Zé@ Zpekxk = Z (Z géPék) Tk
Zk PnkTk ¢ k k \L,_/
(4.2.7)51€

=Uzx

O

Corolario 4.2.7. Toda matriz de passagem € um isomorfismo e sua inversa €
-1 177
[IE]u,ﬁ = [IE]Z,?,L{ =U""U

Demonstracdo. Aplicando U~ em ambos os lados de Z;{p = U obtem-se U =
p := [Ig],, - Assim p é um isomorfismo como U e U sao. Toma as inversas em
ambos lados e use (4.1.2) para obter

Uelyyg =P~ =U"U=Iglg,,

O
Matriz de uma transformacao linear
Lema 4.2.8. AU = Va na diagrama (4.2.1).
Demonstragao. O

Segundo as Lemas 4.2.8 e¢ 4.2.6 o diagrama (4.2.1) é comutativo, e assim
recebemos a relacao

a=qap '

entre as matrizes de A em respeito as bases novas e velhas. No caso F = F
munido das bases V =U e V = U recebemos

Caso especial E = F = K" com a base candnica £ e uma base U

Considere o caso de um operador linear A : K" — K" onde K™ é munido
originalmente da base canoénica €& = (ey,...,e,) e depois de uma base nova U.
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Neste caso o diagrama (4.2.1) torna-se no diagrama comutativo

" a:=[A] "
K K
KIKTL S—IK/
pz:[IK"]g,u K"® A—— K" P
A N
K" K™
5':[A]u

71

(4.2.8)

o qual disponibiliza a relagao [A],, = p[A] p~' entre as matrizes de A quando

trocar a base candnica por qualquer outra base.

Exercicio 4.2.9. Suponha que £ = K" munido da base canénica £ como base
velha, veja diagrama (4.2.8). Entdo os membros da base nova U = (&1 ...,&,)

formam as colunas da matriz inversa p~!. Veja Exercicio 4.2.17.
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4.2.4 Exercicios e umas solugoes
Matriz de uma transformacao linear

Exercicio 4.2.10. Seja A € £(R%,R?) determinado por
A(1,1)=(1,2,3) e A(—1,1)=(1,1,1)

Pede-se a matriz a de A relativamente as bases candnicas.

Uma solugao. Denotamos de €2 = {ej,ex} e £* = {Ey, By, E3} as bases
canoOnicas. Precisamos escrever Ae; e Aes como CL’s dos vetores E1, Fs, E3 e
colocar os coeficientes como colunas da matriz desejada. Sabemos que

A(1,1) = (1,2,3) = (1,0,0) + (0,2,0) + (0,0,3) = [, + 2/, + 3/
A(1,1) = A((1,0) + (0,1)) = A(er + e2) = Aey + Aes

A(_17 1) = (17 17 1) = (13070) + (07 170) + (0707 1) = El + E2 + E;;
A(-1,1) = A((—1,0) + (0,1)) = A(—eg + e2) = —Ae; + Aes
Assim temos 2 equagoes lineares inomogeneas para as 2 incognitas x := Aej e

y := Aes, com efeito

rT1Yy= b<| } _)b_) T :;b‘;;
—r+y=F + FEy+ Fs3

Aplicamos escalonamento, adicionando a primeira equacao para a segunda ob-
temos 2y = 2F7 4+ 3F; + 4F3 e assim a CL

3
y:E1+§E2—|—2E3

cujas coeficientes formam a segunda (y = Aey) coluna da matriz a := [4].
Usamos isso na primeira equagao para receber os coeficientes da primeira coluna,
ou seja

1
x=—y+ (B +2F; +4FE3) = 0E; + B2+ 18

Entao a matriz é a seguinte

0 1
a=[A]= |05 2
1 2

Com certeza, vai ter outros caminhos como resolver. Acima vemos um.

Exercicio 4.2.11. Tem-se uma transformacao linear A : R? — R* tal que
A(1,2)=(1,1,1,-1) e A(3,4)=(1,1,1,1)

Pede-se a matriz a de A relativamente as bases canonicas.
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Exercicio 4.2.12 (Vetores linha e coluna). a) Mostre que a matriz de um

funcional linear ¢ € (R™)* := L(R™,R) é uma linha (matriz 1 x n) da forma
[p] = [goel cpen]

b) Mostre que a matriz de uma reta no R™ passando a origem, ou seja R €

L(R,R™), é uma coluna (matriz n x 1) da forma

R’

Exercicio 4.2.13. Considere a base ordenada B = (u,v,w) de R?, onde
u=(1,1,1), wv=(1,-1,1), w=(1,1-1)

Seja B* = (4,1, x) a base (de R*") dual de B. Calcule as matrizes [¢], [¢], [x]
das transformacoes lineares ¢, 1, y: R® — R.

Exercicio 4.2.14. Considere as transformacoes lineares
A:RE SR, (2,y) = (2,9, +y)
e B :R? — R? definido assim
B(z,y,z) = (ax+ (a— 1)y + (1 —a)z, —bx + (1 — b)y + bz)

onde a,b € R sdo constantes. Determine o operador BA € L(R?).
[Dica: Use as matrizes [A] e [B] que correspondem a A e B respectivamente. |

Uma solugao. Denotamos de €% = {ej,ea} e €3 = {Fy, Es, B3} as bases
candnicas. As duas colunas da matriz [A] € M(3 x 2) sao formadas das coefici-
entes seguintes

Ael = A(LO) = (1,0, 1) == 1E1 + 0E2 + 1E3
A€2 = A(O, 1) = (0, 1, 1) = 0E1 + 1E2 + 1E3

As trés colunas da matriz [B] € M(2 x 3) sao formadas das coeficientes seguintes

BE, = B(1,0,0) = (a, —b) = ae; — bey
BE; = B(0,1,0) = (a—1,1—b) = (a — 1)es + (1 — b)es
BEs; = B(0,0,1) = (1 —a,b) = (1 — a)ey + beg

Assim recebemos
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Use (4.2.6) no primeiro passo e no segundo calcule produto matriz para obter

[BA] = [B][A] =

a+1l—-al a-1+1-a| |1 O 1
~b+b 1—b+b | [0 1] 72

Use a relagao (4.2.4) entre matriz e operador para concluir que BA = I.

Exercicio 4.2.15. Qual é a matriz [4] do operador 4 : R? — R? definido por
A(2,3) =(2,3) e A(-3,2) = (0,0) ?
Exercicio 4.2.16. Considere as transformagdes lineares

A:R"™ S P.(R), (ag,a1,...,an) — g+ a1z + -+ oz,

B:P,(R) = R"  p=p(x)— (p(0),p(1),...,p(n)).
Determina a matriz [BA] da composicao BA : R**! — Rn+L,

Uma solugao. Seja & = (ey,...,e,41) a base candnica e seja
M= (2%, 22 .. x™) = oy ..\ n), =1
a base de P, (R) composto de monémios. Segundo a defini¢do de A recebemos

Ae; = A(0,...,0,1,0,...,0) =0z + - + 02" + 12° + 02" ... 4 02"

parai=0,...,n. Segundo (4.2.4) obtemos [A]¢ \, = 1,+1. Analogamente
an = (nl(o)ﬂ 7’1(1)3 s anl(n)) = (Oia lia 2ia s ani) = Zej ji
i
Jj=0 bji
para cada i = 0,...,n o que nos da a i-ésima coluna da matriz
00 01 . On 1 0 DEEEEY 0
0 1 n 1 1 1
1° 11 L1 L 9 on
Blme=|. . o
R
neen " 1 n ... n"

Assim [B] ¢ = [Blpg.e o1 = [Bl g ¢ [Alg g = [BAg e segundo (4.2.6).
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Mudanga de base — vetor

Exercicio 4.2.17. Seja & = (ey,...,e,) a base candnica de R™. Dados vetores
&1,...,€, € R™ e escalares p;; € R tal que

ej = &1p1j + &ap2j + - + EnPnjs Vi=1...,n
mostre que
1. a lista ordenada U = (&1, ...,&,) é uma base de R™.

2. a matriz p = [p;;| é a inversa da matriz q cujos vetores-coluna sdo por
definicao &, ..., &,, em simbolos qp = 1,,. Veja Exercicio 4.2.9.

Em palavras, obtém-se a matriz p = [Ig»]¢,, de mudanca da base canénica €
para uma base nova U como a matriz inversa da matriz q = [£; ...&,] cujas
colunas sao os ¢;’s, em simbolos

[IR”]g,(gl &) = q_l =[&... fnrl

.....

Mudanca de base — matriz
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4.3 Rotacoes e projecoes

4.4 Produto de transformacoes lineares



Capitulo 5

Nucleo e imagem

5.1 Sobrejetividade — inversa a direita
5.2 Injetividade — inversa a esquerda

5.3 Isomorfismos

Corolario 5.3.1. Dado isomorfismos E LN N G, entao composi¢io BA e
maltiplo aA sao isomorfismos para todos os escalares nao-nulos o # 0.
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Soma direta e projecoes
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Apéndice A

Demonstracoes restantes

A.1 Espacgos vetoriais

Lema A.1.1 (Lema 1.1.4). Seja (G,*) um grupo. Entdo vale o sequinte.

1) O elemento neutro € inico.

2) Os elementos inversos sao Unicos.

3) Para todos os elementos f,g,h € G vale:
a) fxg=[*xh = g=h (lei da corte)
b) [xg=[ = g=e
c) [xg=e = g=f

Demonstragdo. 1) Se e,é € G satisfazem o axioma (elemento neutro), entao
usando o axioma para e e depois para € obtemos que e =e*x € = €.
2) Seja g € G. Se g, § € G satisfazem o axioma (inverso) para g, entdo obtemos
g=exg=(g*g)*xg=g*(g*g)=g*e=7
S~—— S~——
—e —e
usando (elem. neutro) no inicio e fim, (inverso) pr (associatividade), (inverso) 5
hip. #

3)a)g=cxg=(fxflxg=Fx(fxg) = fx(fxh)=(fxf)xh=exh=h
b) Use a) com h =e. c¢) Use a) com h = f. O

Lema A.1.2 (Lema 1.1.9). Seja K um corpo e 0 € K € o elemento neutro da
adi¢do. Entdo 08 =0 e 50 = 0 para todos os elementos € K.

Demonstra¢do. Seja f € K, denotamos o inverso aditivo de —/3. Entao

(el._n.)+

(distr. (elil‘)_

52 1+0)8 " 15 1052 510

Usamos esta identidade para obter a segunda igualdade no seguinte

(ass.) (inv.

0 " (=B)+0==B+ (@B +05) =" (-+pB)+058 = "0+08 2 0p
O

87
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Lema A.1.3 (Lema 1.1.17). Para o vetor nulo O € E de um espago vetorial e
o elemento neutro aditivo 0 € K do corpo vale o sequinte.

(i) aO = O para todos os escalares a € K.

(ii) 0v = O para todos os vetores v € E.

(iii) Para todo o escalar o € K e todo o vetor w € E sao equivalentes:

aw=0 & a=0ouw=0

Demonstragao. (i) CAsO o = 0. Como aO + 00 = (a + 0)O = a0, entao
00 = O pela lei da corte (Lema A.1.1 3b) para (G, %) = (E,+)).
CASO a # 0. Tal a tem um inverso aditivo, notacio a~!. Seja v € E, entdo

v (comp.) 1v i (™M) (comp-) ala™ ')

Usando este resultado no inicio e no fim do seguinte obtemos que

(distr.) (eln)p

v+ a0 = a(a ) + a0 a((atv)+0) =T ala ) =w
Entao a® = O pela lei da corte (Lema A.1.1 3b) para (G,*) = (E,+)).

(if) Como v+ 0v = 1lv 4+ 0v = (14 0)v = 1v = v a lei da corte diz que Ov = O.
(iii) ’=’ Suponha aw = O. Caso a = 0, pronto. Caso « # 0 concluimos que

(comp.) (eLrL)K,A

1w (™ ta)w (come.) a~(aw) i -1 Yo

<’ Se w = O, entao aO © O, pronto. Se a = 0, entao Ow @ O, pronto. O

Corolario A.1.4 (Coroldrio 1.1.18). Para todos os « € K e w € E wale:

b) (—a)w = —(aw)

Demonstragao. a) Temos que mostrar que a soma de cw e o candidato para ser
seu inverso aditivo iguale o vetor nulo. Com efeito

(distr.) g (el.n.)E,Jr

aw + a(—w) a(w+ (—w)) a0 =0

onde o ultimo passo ¢ parte (i) de Lema A.1.3.
b) Temos o objetivo andlogo de chegar ao vetor nulo, com efeito

(distr.) 5 (eln.)y o

ow+ (—a)w =7 (a+(—a))w =""0w=0

onde o ultimo passo ¢é parte (i) de Lema A.1.3. O
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A.2 Subespacos

Lema A.2.1 (Lema 2.2.4). Todo subconjunto LI {u,v} C R? gera R

Demonstracao. Vai ter 4 passos. 1. Os vetores u,v nao sao multiplos um do
outro: Suponha por absurdo que u = aww para um « € R. Entao lu + (—a)v =
lav — (aw) = O contradizendo LI. II. u # O: Caso contrario u = O = Qv
contradizendo I. IIL. v # ©O: Anélogo. IV. Seja v € R2. Caso w = O escrevemos
w = Ou, pronto. Caso v # O: Agora identificamos R? com o plano usando dois
eixos OXY, veja Figura 2. Segundo II. e III. temos duas retas Ru e Rv passando
ambas a origem O, mas nao sao iguais segundo I. Recebemos um paralelogramo
com dois lados parte das retas e dois vértices sendo O e v; pensa Figura 2 com
0OX e OY substituto para Ou e Ov. Entao a flecha v é a soma de duas flechas do
paralelogramo, uma flecha sendo um multiplo de w e a outra de v. Pronto. [

Teorema A.2.2 (Teorema 2.3.4). Sejam Fy,Fy C F trés subespagos de um
espaco vetorial E, entao sao equivalentes

F=F®F, = VfEF, E”fleFl,fQEFg talque f=f1+f2

Demonstracdo. '=’ Seja f € F. Como hipdtese temos duas informacoes, a
saber (i) F'= Fy + Fy e (ii) F1 N Fy = {O}, dando existéncia e unicidade.
ExISTENCIA: De (i) sabemos que f = f; + fo para um f; € F} e um fy € F5.
UNICIDADE. Suponha que f = f1 + fo também para um fi; € Fy e um fy € Fb.
Entao Fy > f1 — fl = fo — fo € Fy. Assim cada um lado pertence a ambos
espagos, entao a Fy N Fy o qual segundo (ii) iguale {O}. Como nao tem outro
elemento, cada um lado deve ser o vetor nulo.

‘<’ F1 + F» = F: A hipétese existéncia disponibiliza a primeira inclusdo F C
Fy + F5 C F e a segunda vale como Fy, Fs C F.

FiNFy, = {O}: Seja f € F1 N Fy, a mostrar f = O. Note que f € F como
Fy, F5 C F. Entao segundo a propriedade do vetor nulo

f+0 =f=0+ f (A2.1)
~ N~~~
e €r €r cr,

Mas pela hipétese unicidade escrever f como soma de um elemento de F; e um
elemento de F5 é tinico, entao [ = O e O = f. O

A.3 Bases

Teorema A.3.1 (Teorema 3.1.10). Dado uma matriz a € M(m xn;K). Se tem
menos linhas como colunas (m < n), entdo o sistema linear homogéneo (SLH)

a1+ apr, = by

Am1T1 + -+ QT = by

admite solugées © = (x1,...,T,) ndo triviais (ndo todos x; nulos).



90 APENDICE A. DEMONSTRACOES RESTANTES

Demonstragao. Indugao sobre o nimero m de equagoes. m = 1: O

A.4 Transformacoes lineares

Teorema A.4.1 (Teorema 4.1.17). Seja dimF =m e B = {&1,...,&,} uma
base de E, entao

U =Ug: F*" - L(E,F)

A4
F=frfu) = Ay (Ad1)

€ um isomorfismo. Lembre-se que Az&; = f; determina Ay, veja (4.1.3).
Demonstragao. O
Teorema A.4.2 (Teorema 4.2.4). Considere duas transformagdes lineares
JoJaney LI
entre trés espacos vetoriais com bases respectivas
U=(&,...,6), V=1, m)y W= 1,...,1p)

Entao a) levando transformagoes lineares as suas matrizes da wm isomorfismo

U =Uyy: L(E,F) = MnxmK), A [A],,,
e b) a matriz de uma composi¢do € o produto matriz das matrizes

[BA]U,W = [B]v,w [A}u,v

Demonstragao. ]
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O vetor nulo, 14
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R™ listas ordenadas de n reais, 19, 48

R*> sequéncias reais, 20
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32, 48

SL sistema linear, 24
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near, 59
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matriz identidade, 21
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(v) == ({v}), 33
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a = (a;;) matriz, 20

al = (aﬁj = aji) matriz transposta, 20

a;; i-ésima linha, j-ésima coluna, 20

Aok, ke k-ésima coluna, linha, 21

a.sc Matriz escalonada, 23

:= “definido por”, 5

E* espago dual de E, 61
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“existe

base B, 45
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base B, 68
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(Al = [l 41, 69
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Y*F =YV x..-xY,9

F & G soma direta, 37
X +Y soma de subconjuntos, 37
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tra:=Y ., a; trago, 53 real (K =R), 61

U unido de conjuntos disjuntos, 9 subespago, 31
trivial, 19
adicao
de funcgoes, 22 fechado sob uma operacao, 31
fungoes
base, 39 adigao de —, 22

canoénica, 19, 20, 34, 40

composicao de —, 14
das matrizes m x n, 40

multiplicacao de —, 14

ordenada, 39, 62 funcional

bijetivo, 62 K-linear, 61
li 61

combinacao linear, 26 mfj;f 61

"de vetores’, 26 ’
combinagao lir'Lear estrita grau

(num~ conjunto), 25 de um polinémio, 22
composicao grupo, 10

de fungoes, 14 abeliano, 10
comutativo

diagrama —, 67 hiper, 48
conjunto, 9 hiperplano, 32, 40

finito, 9 homomorfismo, 59

gerando, 33

linearmente independente LI, 29  independéncia linear

ordenado, 9

de um conjunto, 29

que gera, 33 inimigo da clareza
conjuntos desnecessidade, 25
intersecao de —, 9 injetivo, 62
uniao de —, 9 intersegao de conjuntos, 9
coordenadas inversa
de um vetor, 45 de um operador linear, 62
no plano, 4 invertivel
corpo, 11 transformacao linear, 62
isomorfismo
decomposicao entre espacos vetoriais, 62
de vetores, 37 inversa, 62
diagrama
comutativo, 67 lei
da corte, 10
eixo, 4 linearidade, 59
elemento neutro linearmente in/dependente, 29
aditivo, 11
multiplicativo, 11 matriz
escalares, 15 de uma transformacao linear, 68

espaco dual E*, 61 anti- /simétrica, 38
espago vetorial, 14 de passagem, 69
base, 39 de passagem entre bases, 67
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entradas da —, 20
escalonada, 23
pivos, 23
identidade 1, 21
linhas e colunas, 21

operacoes elementares numa —, 22

produto —, 21
traco de uma — quadrada, 53
transposta a’, 20
matriz aumentada, 23
matrizes
triangulares
inferiores, 53
monoémios, 34, 40
multiplicacao
de funcoes, 14

operagoes elementares numa matriz, 22

operador
identidade, 61
operador linear, 59

em F 61

inversa, 62
origem, 19
pivos, 23

polinémio, 22
grau de um —, 22
produto
cartesiano, 9
matriz, 21

relagao

de equivaléncia, 62
rotacao

no plano, 3

sistema de
coordenadas
no plano, 4
sistema de coordenadas, 68
sistema linear (SL), 24
inomogeneidade, 24

resolver “de baixo para cima”, 24
sistema linear homogéneo (SLH), 24,

45

sobrejetivo, 62
soma

de subconjuntos, 37

direta, 37
subconjunto

translacao de —, 37
subconjuntos

herdam LI, 41

soma de —, 37
subespaco

vetorial, 31
subespagos

soma direta de —, 37

teorema
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decomposicao tnica de vetores, 37

traco, H3
transformacao linear

matriz de uma —, 68
transformacao linear (TL), 59
translacao, 37

uniao de conjuntos, 9

verdade vazia, 29
vetor

decomposigao, 37
vetor coordenada, 45, 68
vetor nulo, 14
vetores, 15
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