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Lista 3a — Subespacos invariantes e
autovalores/vetores
Seja E' um espago vetorial sobre um corpo K de dimensao n e seja A € L(FE).

Motivagao. A matriz n x n (quadrada) a := [A]z do operador linear A 6bviamente
depende da base B de E. Dado A, existem bases tal que a matriz a seja de uma
forma simples? Por exemplo, de forma diagonal? Vamos ver que todo subespaco
invariante por A gera um bloco diagonal em a.

Uma classe étima de operadores A sao aqueles as quais admitem uma base composto
de autovetores. Neste caso a é uma matriz diagonal (todas entradas fora da diagonal
sao nulas) e na diagonal mesma encontram-se os autovalores de A.

Definicao 1. Um subespaco F' de E é chamado de subespago invariante por
A € L(FE) se o subespaco AF de E ainda é contido em F' mesmo:

AF ={Af| feF}CF.

Neste caso a funcao Alp : FF' — F, f — Af, é um operador linear em F' chamado
de restricao de A a F.

Definigao 2. Um vetor ndo-nulo v € E'\ {0} é chamado de autovalor de A € L(E)
caso o vetor Av de E fosse um maltiplo de v, em simbolos:

INeK: Av = .

Neste caso A é chamado autovalor de A e v =: vy um!' autovetor associado a \.

Exercicios.

a) Dado a € R?\ {0}, determine os subespagos de R? invariantes por
A:R® — R3, vV a X,
onde o produto vetorial x ¢é definido na Lista 2c.

b) Sejam A, B € L(F) operadores que comutam: AB = BA. Prove que

i) N(B) e Im(B) sao subespagos invariantes por A;

ii) Se F' é um subespago invariante por A, entdo BF := {Bf : f € F} ¢
ainda um subespaco invariante por A.

Exercicio: Se vy é autovetor de A € L(E), entdo tudo multiplo ndo-nulo de vy é.
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c) Dado A € L(E) e um polindomio p = p(x) prove que o niucleo e a imagem do
operador? p(A) € L(FE) sao subespagos invariantes por A.

d) Determine os autovetores e os autovalores do operador derivacao

D:PR)— P[R), px)—p(z):= %p(x)
no espago vetorial dos polinomios p = p(z).
e) Seja A € L(FE), prove que

i) A invertivel <= A nao possui autovalor 0;

ii) Se A ¢ invertivel, entdao os autovetores de A e A™! coincidem. E os
autovalores?

f) Seja A : R™ — R" o operador linear cuja matriz na base canénica tem todos
os elementos iguais a 1. Prove que

i) posto(A) = 1;

1)

i) R = N(4) © Tm(A);

iii) os autovalores de A sdo 0 e n;
)

iv) os autovetores de A pertencem a N(A) ou a Im(A).

Exiba uma base de R" na qual a matriz de A tem n? — 1 zeros.
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g) O determinante de uma matriz quadrada a = {3 5] ¢ por definicao deta =

ad — yB. Prove que

i) se m = [i) z] , entao det(am) = det a - det m [célculo direto];

ii) deta # 0 <= a é invertivel;
iii) det(m'am) = det a, para todo m invertivel.

[Logo todas as matrizes de um operador linear A : F — E, com dim E =
2, tétm o mesmo determinante, o qual é chamado de determinante do
operador A denominado det A (:= det[A];, para qualquer base U de F).]

2Dado um polinémio p : R — R, p(x) = ap + a1z + ax?--- + a,z", e um operador linear
A: FE — E, entao definimos o operador linear

p(A) :=aol +a1A+ayA*---+a,A" :E— E

onde I : E — E, v — v, é o operador identidade em F.



PARTE NOVO:

h) Seja A € L(E) onde dim E < oo, E = F; ®---® F e cada F; é um subespaco
invariante por A. Tome uma base V de E que seja uma uniao de bases das Fj.
Determine a forma da matriz de A na base V.

i) Seja A € L(E). Se E possui uma base formada por autovetores de A, prove
que existe também uma base de F formada por autovetores de A* : & — F.
(Veja exercicio anterior).

j) Seja A:R?* = R? (z,y) — (3z +y, 2z + 2y).

i) Mostre que 4 e 1 sdo autovalores de A.

ii) Ache uma base ordenada B = (u,v) de R? tal que

Au = 4u e Av = 0.
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iii) Dada a matriz a = [2 2] , ache uma matriz invertivel p tal que
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