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Lista 1d — Transformacoes lineares e suas matrizes
Exercicios.

a) Considere os elementos de R? dados por

Uy = (2’ _1)7 Ug = (17 1)a Uz = (_17 _4)7

v = (1,3), ve = (2,3), vg = (=5, —6).

Decida se existe ou ndo um operador linear* A : R? — R? tal que
Auy = vy, Aug = 9, Auz = v3.
Mesma pergunta com vz = (5, —6) e com vz = (5,6).
b) Tem-se uma transformacio linear A : R? — R?*. Sabe-se que
A(1,2) = (1,1,1,—1) e A(3,4)=(1,1,1,1).

Pede-se a matriz a = [A] € M(4 x 2) de A relativamente as bases candnicas
E% = (e1,e0) de R? e £* = (ey, €9, €3,¢4) de RLT

*Operador linear significa transformacao linear.

fSeja K um corpo, por exemplo K = R, e seja L£(K", K™) o espaco vetorial de todas as
transformacoes lineares A : K" — K™. Escolhe A € L(K",K™). Por definicdo a matriz [A]
da transformacao linear A relativamente &s bases candnicas " = (ej,...,e,) de K" e
E™ = (e1,...,emn) de K™ é a matriz a = (ax¢) € M(m x n;K) cuja j-ésima coluna (a1, ..., am;)
e formado pelos (dnicos) escalares na combinagao linear dos elementos da base £™ que representa
o elemento Ae; de K™:

Aej = ajjer + -+ amjem. (1)
Nas outras palavras
a1 e ayj e QA1n
(4] =
aml1 .- - Amj .- Amn
onde os escalares a;; sdo (Uinicamente) determinados quando para cada um j € {1,...,n} repre-

sentar o elemento Ae; € K™ como combinacgdo linear (1) da base £™.



)

Uma transformagio linear ¢ € L(R? R) =: (R?)" é chamado um funcional
linear. A expressao geral de um funcional linear ¢ : R® — R é

o(x,y,z) =ax + by + cz
onde a, b, ¢ sao escalares determinando ¢. Dados os elementos
u=(1,2,3), v=(-1,2,3), w=(1,-2,3),
de R? determine a, b, ¢ de tal modo que se tenha ¢u =1, ¢pv =0 e pw = 0.}

Seja B = (&1, - . ., &,) uma base do espago vetorial E. Paracadai € {1,2...,n},
seja ¢; € E* := L(E;R) o funcional determinado pelas condigoes

0i&1=0, ..., 0&-1=0, ¢&§&=1, ¢&1=0, ..., ¢ =0.

Prove que B* := (¢1,...,¢,) é uma base de E* (chamada a base dual da
base B). Mostre que se tem ¢;v = v; para todo v = 11§ + -+ - + v,§, € E.

Considere a base B = (u, v, w) de R, onde
w=(1,1,1), wv=(1,-11), w=(L1-1).

Seja B* = (¢,v,x) C (R3)* a base dual da base B. Calcule as matrizes
(6], [¢], [x] € M(1 x 3) que correspondem as transformagoes lineares ¢, 1, x €
(R)*.

Seja X = {vy,..., v, } um conjunto LI no espago vetorial ' de dimensao finita.
Dados arbitrariamente os vetores wy, ..., w,, em um espaco vetorial F', prove
que

i) existe uma transformacao linear A : F — F' tal que
Avy =wy, ... AV, = wy;
ii) A étnica <= X é uma base de E.

Considere as transformacoes lineares A : R? — R3 e B : R? — R? dados por
Alz,y) = (z,y,z+y)e

B(z,y,2) = (ax + (a — D)y + (1 — a)z, —bx + (1 — b)y + bz)

onde a,b € R sao constantes. Determine o operador BA € L(R?).

[Dica: Use as matrizes [A] e [B] que correspondem a A e B respectivamente.]

tObserve que ¢u denota a transformacao linear ¢ : R? — R aplicado ao elemento u € R3.

2



