DEPARTAMENTO DE MATEMATICA 2° SEMESTRE DE 2016
IMECcC UNICAMP

Joa Weber

Algebra Linear
MA327 — Turma C

Lista 1b — Subespacos, combinacao linear,
independéncia linear, soma direta, matrizes

Defini¢ao 1. Um subconjunto F' C E de um espago vetorial (F, 4+, -, K) é chamado
um subespaco se vale o seguinte.

(i) Oe F (F contem o vetor nulo)
(i) uyve F=u+veF (F ¢ fechado sob adicao)
(i) ce Kjue F=aue F (F ¢ fechado sob multiplicacdo escalar)

Exercicios.

1) Quais dos seguintes subconjuntos X; s@o subespagos de R"? Em cada caso
faga um desenho e explique porque é subespaco ou nao é.

i) X;:={(o,a) | a € R} CR%
i) Xo :={(a+1,a) | a € R} CR%
iii) X3 := {(a, ) | @, B reais nao-negativos} C R?.

Definicao 2. Seja E um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma combinagao
linear (CL) num subconjunto X de E é uma soma finita da forma

U1 +...+aw§

g
=w

onde oy € K,...,a, € K sao escalares arbitrarios e vy,...,v, € X sao ¢ vetores
dois-a-dois diferentes® do conjunto X. Dizemos que a CL dos vetores vy,..., vy
representa o vetor w. Também dizemos que o vetor w é CL dos vetores vy, . .., vy.

Uma CL com todos coeficientes nulos é chamado de combinagao linear trivial
(CL-T). Obviamente uma CL-T sempre representa o vetor nulo. O caso contrario,

uma CL tal que ndo todos coeficientes sao nulos, ¢ chamado de combinagao linear
nao-trivial (CL-NT).

*Isso nao é nenhuma restricao: Toda soma finita com repeticoes, por exemplo av + Sw + v,
pode ser escrito na forma desejada, nosso exemplo na forma (o + v)v + Sw.



Definicao 3. Um subconjunto X de um espaco vetorial £ é chamado um conjunto
linearmente independente (LI) se ndo existe nenhuma combinacao linear nao-
trivial (A CL—NT) a1vy + ... + agve de £ elementos vy,...,v, de X (dois-a-dois
diferentes)’ cuja representa o vetor nulo. (Observe que o conjunto vazio () é LI:
como nao contem elementos, nao existe nenhuma CL.)

Exercicios.
2) Lembre-se que o vetor e; € R™ tem todas coordenadas nulas exceto a j-ésima
cuja é 1. Mostre que {ej,...,e,} C R™ é um conjunto LI.

3) Seja F' um subespago de um espago vetorial E. Mostre que se um conjunto
{f1,--., fe} de elementos de F' é LI em respeito ao espago vetorial F' entao o
¢é também LI em respeito ao espaco vetorial E.

4) Sejam = = (z1,...,2,) ey = (y1,...,Yn) vetores de R™. Prove que um deles é
multiplo do outro se, e somente se, para todo 7,5 = 1,...,n temos z;y; = z;y;.

5) Sejam u = (1,1), v = (1,2) e w = (2,1). Encontre nimeros a,b,c,«, 3,7
todos nao-nulos, tais que

au + bv + cw = au + fv + yw,

coma#a, b#pPec#n.

6) Exprima o vetor (1,—3,10) como combinacao linear dos vetores u = (1,0, 0),
v=(1,1,0) e w = (2,-3,5).

Definigao 4 (Subespago gerado por um subconjunto). Seja E um espago vetorial.
a) Seja X C F um subconjunto. O subespago de E gerado por X é o conjunto

(X) := {todas as combinagoes lineares dos elementos de X'} U {O}.

Mostre que (X) é um subespago de E. Observe que () = {O} — o conjunto vazio
() gera o subespago trivial {O}.
b) O subespago de E gerado por uma familia V é (V) := (Xy)).

Defini¢ao 5 (Soma de subconjuntos). Sejam X,Y C E subconjuntos de um espago
vetorial . A soma de X e Y ¢é o subconjunto de F de todas as somas

X+Y ={z+ylzeX, yeY}
Em vez de {u} + Y escreve-se u + Y e chama-se a translagao de Y por wu.

Definigao 6 (Soma direta de subespagos). Sejam Fy, Fy C E subespagos de um
espago vetorial E. No caso da intersecao trivial F; N Fy = {O} escreve-se F} & F)
em vez de F} + F, e chama-se soma direta dos supespacos Fj e F5.

)

fObserve que "€ elementos vy, ..., v," nés diz que estes elementos sao dois-a-dois diferentes
(se uns destes fossem iguais o niimero de elementos seria menor do que £).



Exercicios.

7) No espago vetorial £ = F(R,R) de todas as fungoes R — R sejam:
F; = {fung¢bes f : R — R que se anulam em todos os pontos do intervalo [0,1]};
Fy = {fungbes g : R — R que se anulam em todos os pontos do intervalo [2,3]}.

Mostre que F} e F; sao subespacgos vetoriais de F, que £ = F} + F}, mas nao
se tem F = F| @ Fs.

8) Verdadeiro ou falso? Para quaisquer subconjuntos X,Y C F tem-se
(1) (XUY)=(X)+{)

(i) (XNY) = (X)N(Y).

Definigao 7 (Matrizes m x n). O espaco vetorial das matrizes m X n sobre um
corpo K é o conjunto

M(mxn,K) = {a: (ai]’) | Q45 GK,izl,...m,j:L...,n},
onde a matriz a = (a;;) é o quadro de escalares com m linhas e n colunas *

ai, ... Q1np
a=(ag)=1|: ... |,

A1 - Gmn
munido com a adigao (coordenada por coordenada)
a+b=(ay)+ (by) = (cij), ¢ = ay+by,
e a multiplicagao escalar (coordenada por coordenada)
fa =G (ay) = (cy),  cy= Pay;,
para qualquer escalar § € K. Uma matriz quadrada é uma matriz n X n.

No caso do corpo K = R usamos a notacao M(m x n) := M(m x n; R) para o espago
vetorial dos matrices reais m X n.

Exercicios.

9) Uma matriz quadrada a = (a;), ;_, , chama-se simétrica (respect. anti-
simétrica) quando a;; = aj; (respect. a;; = —aj;) para todo i,j = 1,...,n.
Prove que o conjunto S das matrizes simétricas e o conjunto 4 das matrizes
anti-simétricas n x n sao subespagos vetoriais de M(n x n;K) e que se tem

M(n x n; K) =S @ A.

tOs escalares ai; sao chamadas as coordenadas da matriz. Observe que a coordenada a;;
esta localizada na ¢-ésima linha e j-ésima coluna.



