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Resumo

A teoria de Morse é uma teoria tanto clássica como muito forte. Ela continua a produzir

resultados na matemática tanto pura quanto aplicada. Os resultados chave da teoria são as

desigualdades de Morse. Elas lidam com muitas aplicações tanto na dimensão finita quanto

infinita. Os objetivos do projeto são entender várias provas diferentes das desigualdades e

procurar estudar aplicações delas.
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1 Introdução

Seja N uma variedade suave e f : N→ R uma função suave. Se d f (x) = 0, então chamamos x

um ponto crı́tico de f e Crit f denota o conjunto deles. Se além disso a forma quadrática simétrica

dado pela Hessiana 1 Hessx f de f no ponto x não admite nenhum auto-valor nulo, então chamamos

o ponto crı́tico x não-degenerado. O número ind(x) dos autovalores negativos (contadas com

multiplicidades) é o ı́ndice de Morse. Uma função cujos pontos crı́ticos são todos não-degenerados

é chamada uma função de Morse. No seguinte seja f uma função de Morse.

Considere os polinômios de Morse e de Poincaré dado por

mt( f ) := ∑
x∈Crit f

t ind(x) , pt(N;K) := ∑
k∈N0

tk dimHk(N;K)

onde K é qualquer corpo. Nos anos 20’s Morse [8] introduziu seu polinômio e provou as desigual-
dades de Morse

mt ≥ pt .

De fato ele provou a versão bastante mais forte

mt−pt = (1+ t)qt

onde qt( f ) é um polinômio com coeficientes não-negativos. No pensamento de Morse estas desi-

gualdades exprimem a alteração da topologia dos conjuntos sub-nı́veis Na := { f < a} e são uma

consequência dos seguintes resultados (veja Milnor [6] para os detalhes das provas):

Teorema A. Se não existe um valor crı́tico de f no intervalo [a,b], então são difeomorfos Na∼= Nb.

Teorema B. Se existe exatamente um ponto crı́tico x de f cujo valor é no intervalo [a,b], então Nb

tem o mesmo tipo de homotopia como Na com uma célula eind(x) de dimensão ind(x) colado.

As teoremas A e B e as desigualdades de Morse são validos nos vários casos nas quais N e uma

variedade Banach de dimensão infinita. Por exemplo, no livro de Milnor [6] é explicado como as

desigualdades de Morse implicam existência de geodésicas fechadas numa variedade Riemanniana

(interpretado como pontos crı́ticos do funcional da energia no espaço loop de M).

O complexo de Morse na dimensão finita

Nos anos 60’s Smale [12] aperfeiçonou Teorema B para tipo de difeomorfismo:

1 na dimensão finita e numas coordenadas locais: a matriz das segundas derivadas parciais ∂ 2 f
∂xi∂x j

(x).
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Teorema C. Nas hipóteses de Teorema B e se dimN = n, então Nb ∼= Na∪ eind(x)× en−ind(x).

O resultado de Smale o levou a introduzir sua teoria de ’handle bodies’, a sua solução da con-

jetura generalizada de Poincaré e o Teorema de h-cobordismo; veja Milnor [7].

Além disso Smale introduziu um ponto de vista dos sistemas dinâmicos na Teoria de Morse na

dimensão finita. Seja f : M→ R uma função de Morse numa variedade fechada M de dimensão

n. Fixe uma métrica Riemanniana g de N e considere o campo de vetores −∇ f e o seu fluxo

{ϕs}s∈R ⊂DiffN induzido. Os pontos crı́ticos x (não-degenerados) correspondem aos pontos fixos

(hiperbólicos) do fluxo. As variedades in/estáveis Wu/s(x) são definido por

W u(x) := {q ∈M | ϕs p→ x as s→−∞},

W s(x) := {q ∈M | ϕs p→ x as s→ ∞}

e difeomorfos a discos de dimensão ind(x) e n− ind(x), respectivamente. Seja Crit o conjunto dos

pontos crı́ticos de f e seja Critk := {x ∈ Crit | ind(x) = k}. Fixe uma orientação [x] de W u(x) para

todos pontos crı́ticos. Então, dado uma tal escolha Or de orientações, o grupo de cadeias de Morse

é o grupo abeliano gerado por todos pontos crı́ticos orientados

CMk = CMk(M, f ,Or;Z) :=
⊕

x∈Critk

Z[x].

Suponha que a condição de Morse-Smale fosse satisfeita: todas as interseções W u(x) tW s(y) são

transversais. Então o operador bordo ∂k : CMk → CMk−1 conta trajetórias do fluxo entre pontos

crı́ticos cuja diferença de ı́ndice de Morse é 1. De fato temos

∂k[x] = ∑
y∈Critk−1

n(x,y)[y]

onde n(x,y) é a soma das sinais caracterı́sticas nu ∈ {±1} das trajetórias (geométricas) u entre x e

y. O sinal caracterı́stica é determinado pela escolha das orientações [x] e [y].

Teorema D. A homologia de Morse representa a homologia singular de M:

∂
2 = 0, HM∗(M, f ,g,Or;Z) :=

ker∂∗
im∂∗+1

' H∗(M;Z).

Teorema D disponibiliza uma prova alternativa para as desigualdades de Morse. A construção

do complexo de Morse tem uma história rica. Apareceu numa maneira implı́cita nos seguintes

trabalhos.
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• Nos anos 40’s no artigo de Thom [13].

• Nos anos 50’s no trabalho de Smale [11].

• Nos anos 60’s no livro de Milnor [7, § 7].

O complexo de Morse na forma geométrica apareceu

• nos anos 70’s no artigo extremamente influente de Witten [17]

• nos anos 80’s Witten’s interpretação geométrica do complexo foi generalizada ao caso de

dimensão infinita e, mais importante, o ı́ndice de Morse infinito no trabalho fundamental de

Floer [4, 5]

• nos anos 90’s os detalhes da (prova da Teorema D) da construção de Witten foram elaboradas

de modo matemático por Poźniak [9], Schwarz [10] análogo à teoria de Floer, e Weber [14,

15] usando métodos dos sistemas dinâmicos hiperbólicos.

O complexo de Morse na dimensão infinita

Substituindo M por uma variedade Banach N munida de um fluxo de classe C1, Abbondandolo

e Majer [1] generalizaram a construção do complexo de Morse e Teorema D para este caso.

A primeira construção do complexo de Morse para um semi-fluxo (incluindo dimensão finita)

era dado só recentemente até mesmo na dimensão infinita [16]. A construção de um isomorfismo à

homologia singular ainda está trabalho em progresso do autor.

Estas versões do complexo de Morse lidam a desigualdades de Morse correspondentes.

2 Objetivos

Os objetivos do projeto são os seguintes

• familiarizar-se com uma teoria fundamental na matemática, a teoria de Morse

• entender vários métodos de provar as desigualdades de Morse no caso fechado de dimensão

finita. Facultivamente, se tempo permite, também no caso de uma variedade com bordo

• descobrir e familiarizar-se com várias aplicações (já existentes) das desigualdades de Morse

• dispor o estudante para ser capaz de continuar com uma dissertação na área; neste respeito

veja o seguinte subparágrafo.
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Alicerces e apercebimentos para conseguir os objetivos

O autor oferece nos semestres 2014-1, 2014-2 e 2015-1 uma trilogia de cursos desenhado a

levar a audiência ao nı́vel de minha pesquisa (Homologia de Morse para o semi-fluxo de calor)

numa maneira sistemática (a maior graça ao DM do IMECC para receber esta oportunidade):

2014-1 Introdução à homologia

2014-2 Teoria de Morse e Conley

2015-1 Homologia de Morse para o fluxo de calor.

No semestre presente 1-2014 o candidato já está assistindo o primeiro curso da trilogia. Além disso

ele assistiu ao meu curso Algebra linear do semestre passado e foi um dos melhores dos 82 alunos.

Para o conteúdo detalhado dos cursos veja www.ime.unicamp.br/∼ joa/index.html

3 Metas Semestrais

2014-2 • Estudar e entender as desigualdades de Morse no caso fechado de dimensão finita

• Escrever uma exposição sumária e dar uma presentação (palestra)

2015-1 • Encontrar e entender aplicações das desigualdades de Morse

• Facultivamente, se tempo permite, estudar o caso de uma variedade bordada

• Escrever uma exposição sumária e dar uma presentação (palestra).

As duas exposições sumárias juntas têm que ter pelo menos 10 páginas.

4 Métodos

Os métodos matemáticos são as teorias de Morse, dos sistemas dinâmicos hiperbólicos e a

topologia algébrica. Além disso serão involvidos elementos de análise global. O trabalho consistirá

no estudo da bibliografia como apresentado no cronograma e dar apresentações escritas e na forma

de palestras, sobre os resultados obtidos.
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5 Cronograma

2014-2 • Assistir ao curso ”Teoria de Morse e Conley ”

• Familiarizar-se com a teoria de Morse estudando o artigo sumário de Bott [3], veja

também [2], e no livro clássico de Milnor [6] paragráfos 1–6 do capı́tulo I.

• Estudar e entender a prova de Teorema D; consequentemente as desigualdades de Morse.

2015-1 • Estudar e entender Teoremas A e B e como eles implicam as desigualdades de Morse.

• Descobrir e familiarizar-se com várias aplicações das desigualdades de Morse

• Facultivamente, se tempo permite, estudar o caso de uma variedade bordada
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