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Lista 7 — Homologia singular

Seja G um anel comutativo.

Exercicios.

a) (Homologia singular no grau zero) Dado um espago topologico X considere o
G-médulo SpX = Sy(X; G) das 0-cadeias singulares em X. Observe que SoX
¢é gerado livremente pelos pontos p de X. Por defini¢ao o indice de Kronecker
é o G-médulo homomorfismo

In : SoX — G
Z.Tpp'—) Zfﬂp.

Obviamente In é sobrejetivo. Mostre que

i) BoX C kerIn
ii) X conexo por camino = kerIln C BpX = H¢X ~G.

Caracteristica de Euler

b) Seja G um PID (principal ideal domain)! e seja C = (Cj, ;) um complexo de

cadeias no qual todos os G-médulos Cy, sao livres e no caso ¢ ¢ {0,...,n} até
sao triviais (Cy = 0). Sejam zx/fBk/cx 0s postos dos G-modulos (livres)

Zk = ker 8k, Bk = 1m ak+1, Ck,

respectivamente. O k-ésimo numero de Betti b, do complexo C é o posto do
parte livre do G-médulo quociente Hy X := Z;/By. Prove que para todo k € Z

i) cx =2k + Br
ii) 2p = bp + By
i) 3 ho(—1) bk = 324 o(—1)Fer = x(C)
onde x(C) é chamado a caracteristica de Euler do complexo C.

iv) Onde vocé usou a hipotese que os Cy, sao livre?

Lentao todo submédulo de qualquer G-médulo livre é livre
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