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Lista 7 – Homologia singular

Seja G um anel comutativo.

Exerćıcios.

a) (Homologia singular no grau zero) Dado um espaço topologico X considere o
G-módulo S0X = S0(X;G) das 0-cadeias singulares em X. Observe que S0X
é gerado livremente pelos pontos p de X. Por definição o ı́ndice de Kronecker
é o G-módulo homomorfismo

In : S0X → G∑
xpp 7→

∑
xp.

Obviamente In é sobrejetivo. Mostre que

i) B0X ⊂ ker In

ii) X conexo por camino ⇒ ker In ⊂ B0X ⇒ H0X ' G.

Caracteŕıstica de Euler

b) Seja G um PID (principal ideal domain)1 e seja C = (Ck, ∂k) um complexo de
cadeias no qual todos os G-módulos Ck são livres e no caso ` /∈ {0, . . . , n} até
são triviais (C` = 0). Sejam zk/βk/ck os postos dos G-módulos (livres)

Zk := ker ∂k, Bk := im ∂k+1, Ck,

respectivamente. O k-ésimo número de Betti bk do complexo C é o posto do
parte livre do G-módulo quociente HkX := Zk/Bk. Prove que para todo k ∈ Z

i) ck = zk + βk−1

ii) zk = bk + βk

iii)
∑n

k=0(−1)kbk =
∑n

k=0(−1)kck =: χ(C)

onde χ(C) é chamado a caracteŕıstica de Euler do complexo C.

iv) Onde você usou a hipotese que os Ck são livre?

1então todo submódulo de qualquer G-módulo livre é livre
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