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Definicao 1. Seja A um anel comutativo (com identidade). Um complezo de cadeias
(com coeficientes em A) é uma sequéncia C = (Cp, 9,) ,cyy de A-médulos C;, e homo-
morfismos 0, : C;, = C,_1, chamados de operadores bordos, tais que d,_1 0 9, = 0.

Sejam X = (X,,0,) e Y = (Y}, 0,) complexos de cadeias (CC).

Definicao 2. Um morfismo (de complezos de cadeias) f : X — ) é uma sequéncia
f=(f,: X, =Y, de A-médulo homomorfismos os quais comutam com os opera-
dores bordos.

Definigao 3. Morfismos f,g: X — ) sao chamados (algebricamente) homotdpicos,
denotado f ~ g, se existe uma homotopia de cadeias (ou homotopia algébrica) entre
eles: uma sequéncia de homomorfismos D = (D, : X, = Y,41) tal que

f—g=0D+ Do,

a) Dado uma sequéncia de homomorfismos D = (D, : X, — Y,11), prove que
h:=0D+ DJ: X — Y é um morfismo.

bh

b) Prove que 7 ~ 7 é uma relagdo de equivaléncia: Para todos f, g, h valem

(Reflexividade) f ~ f
(Simetria) f~g = g~f
(Transitividade) f~g A g~h = f~h

c) (Os iterados de morfismos homotépicos que comutam sao homotdpicos)
Sejam f ~ g : X — X morfismos homotdpicos e f* := fo---o f. Prove que:

f.9) =fog—gof=0 = fr~g"

d) Sejam X e Y complexos de cadeias tais que todos os A-mddulos X, e Y, sdo
livres (admitem uma base) e todos os submédulos deles sao livres!. Se os
morfismos f,g: X — ) induzem o mesmo homomorfismo f, = g, : H,(X) —
H,(Y) para cada um p, prove que f ~ g.

Por exemplo, se A é um PID (principal ideal domain), entdo todo submédulo de qualquer
A-médulo livre é livre.



e) Considere o complexo de cadeias formado pela sequéncia de Z-mddulos e ho-
momorfismos

C:O—)Zi>2i>22—>0, a(n) =2n, [(m)=m (mod 2).

Prove que o morfismo identidade id : C — C e o morfismo zero induzem os
mesmos homomorfismos na homologia de C mas nao sao homotépicos: id ~ 0.



