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Exercicios.
Calculo vetorial cldssico em R3
Seja U C R?® um subconjunto aberto e sejam (z!, 2%, 23) as coordenadas em U.

a) Considere o

(elemento linha) df:= (dz!,dz?, dz®) € AY(U;R3) = C*(U, L(R?))
(elemento area) da := (dz? A dx?,dz® A dx', dzt A dz?) € A*(U;R?)
(elemento volume) dvol := dx!' A dx? A dx® € A3(U)

e mostre que

i) df], = Id € L(R?)
ii) dal, : R®* x R® = R3: (v,w) — v X w é o produto vetorial

iii) dvol|, : R x R® x R® = R : (u,v,w) — det(u,v,w) é o determinante
para todo x € U.

b) Mostre que o seguinte diagrama comuta

00— A(U) %= ANU) —2= A2(U) —2= A3(U) L0

1%

=|id = | .dvol

QL

de- =|d
00— C®(U) = X(U) 2= X(U) = 0=(U) —=0
onde X(U) denota o conjunto C*(U,R?) dos campos de vetores em U e
V= (01,05,05)7 10t&:=V xE&  divE =V &= 016 + 0oy + Os6s.
Alem disso f - dvol denota multiplicagao por uma funcao e

dl- € = g,dat  dd- € = &da® A da® + ciclico.

c) Seja U contratil. Mostre que
i) roté =0 = =V [ paraum f € C®(U);
ii) divé =0 = & =rotn paraum n € X(U);
iii) toda funcao é da forma f = div¢ para um & € X (U).



Cohomologia de de Rham

d) Mostre que H¥(S1) = R para k = 0, 1 do modo algébrico: use a sequéncia exata
de Mayer-Vietoris e cdlcule dimensoes pelo teorema de niucleo e imagem.

e) Encontre uma forma diferencial a; € A'(S') = Z(S?) tal que [a;] gera H(S?).
Mais precisamente encontre oy de modo

i) geométrico: use uma parti¢ao da unidade para construir e visualizar aq;

ii) analitico: identifique A°(S") e o conjunto A, (R) das fungdes diferencidveis
f: R — R periddicas do periodo 1: vale f(t+1) = f(t) para todo t € R.
Analogamente identifique A'(S1) e Al (R) = {a = a(t)dt | a € A%, (R)}.

per per
Depois encontre e fixe ay € Aéer(R) fechado e nao exato. Entao mos-
tre que todo o € A}

ser(R) pode ser escrito na forma ca; + df para um

f e A, (R) e uma constante ¢ € R (os quais ambos dependem de «).

Cohomologia com suportes compactos

f) Mostre que HY(R) = 0 e H(R) @ R.

[Dica: Considere a transformacao linear
AMR)=ZIR) - R:w /w.
R

e determine seu ntcleo.]

g) Calcule H*(T?) usando a sequéncia exata de Mayer-Vietoris onde T? = S x S*.



