DEPARTAMENTO DE MATEMATICA 1° SEMESTRE DE 2014
IMECcC UNICAMP

Joa Weber
Introducao a homologia
MMS811
Lista 10 — Complexo de de Rham
Exercicios.

a)

Variedades

Considere as esferas unitérias S* c R¥*! e S¢ C R*!. Prove que S* x S* é
difeomorfo a uma variedade M C RFFHL,

[Dica: Obviamente S* x §¢ c RF1 x R = RFHH2 Infelizmente, uma
dimensao demais... Como passo intermediato, poderia ser boa idea mostrar
que S* x R =2 R 1\ {0} ou até mesmo S* x (0,00) = RFF1\ {0}]

Sejam X e Y variedades fechadas® k-dimensionais contido no mesmo espaco
euclidiano RY tal que X NY = 0. E um fato que neste caso a uniao X UY ¢
uma variedade. Encontre exemplos que mostram que a conclusao nao é valido
sem a hipdtese que as variedades X e Y sao ambas fechadas.

[Dica: O caso k = 0 seguramente seria o mais facil..]

Formas alternadas e diferenciais

Seja I/ um espaco vetorial real e M uma variedade, ambos de dimensao n.
Dado w € (A"E) \ {0}, mostre que a transformacao linear

rw:E — A"E,

U > LyW,
’ . ﬁ 2
¢ um isomorfismo.

Determine a férmula de mudanca de coordenadas para k-formas: Dados cartas
locais (U, ) e (U, @) de M escrevemos as coordenadas como

h=(u,... u"), h=(u,... u").

Como podem as fungoes coordenadas w 7 de uma forma diferencial w €

AFM ser calculado dos w

php

‘?
bk !

Lcontem todo ponto limite
2Dado £ € E, o produto interior i¢ A*E — AF~1E é definido como

(tem) (w1, ..., wi—1) == w(& wr, ..., We—1). (1)



e) Seja R, C R? o semi-raio com ponto inicial a origem e a o angulo ao eixo—.
A funcao angulo
o : R*\ R, — (o —2m,a) CR

das coordenadas polares é bem definido e diferenciavel. Seja w, := df, sua
diferencial. Entdo qualquais duas diferenciais w, e wg coincidem em R? \
(Ro U Rg). Por-que? Consequentemente as w,’s determinam tnicamente uma
forma global w € A'(R?\ {0}). (Esta aparece, por exemplo, na matemdtica
na analise complexa e na fisica no efeito de Aharonov-Bohm.) Prove que nao
existe nemhuma fungao diferencidvel f : R*\ {0} — R tal que w = df.

[Dica: Se existia, que se poderia dizer sobre f — 6,7 Seria posivel?]
Produto exterior e derivacao exterior

f) Mostre que a transformagcao alternada k-linear
w:E*x---x E* = A*E, (..., ") > ¢t A AP

é universal no sentido seguinte: Para toda transformacao alternada k-linear
a: E* x ... x E* — F num espaco vetorial real F' existe uma unica trans-
formacao linear T : A¥E — F tal que o = T o u.

g) Dado w € A" M, mostre que em respeito a uma carta local é valido
dw(@r,...,0,) = > (1) '0uwr_j.n-

h) Sejaw :=da* A---Ada™ € A"R". Seja® v = v"d,, um campo de vetores no R™:
uma aplicacao diferenciavel v : R* — R™. Determine? 1 := ,w € A" 'R" ¢
dn € A"R"™.

?Cdleulo de Ricci: Uma soma 7, v#9,, sobre o mesmo indice emcima e embaixo é abrevi-
ado v*0,,.

“Dado um campo de vetores ¢ numa variedade M, o produto interior t¢ : A¥M — AF=1M ¢
definido no cada um ponto p € M usando (1) para E = T,M:

(teqr), = te(p)p- (2)



