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Lista 1a — Corpos e (sub)espacgos vetoriais

Defini¢gao 1. Um conjunto G # () munido de uma operacao

x:GxXGE— G,
(fr9) = fxg

¢ um grupo se, e somente se, valem as seguintes propriedades.
a) Associatividade: f* (g% h) = (f * g) * h para todos f,g,h € G,
b) Elemento neutro: Existe e € G tal que e * g = g para todo g € G;

c¢) Elemento Inverso: Existe g € G tal que g *x g = e para todo g € G.
Um grupo é um grupo abeliano se também valer a seguinte propriedade.

d) Comutatividade: f* g = g * f para todos f,g € G.

Definicao 2. Um conjunto K munido de duas operagoes
+ : KxK—K S KxKe—K

é um corpo se, e somente se, valem as seguintes propriedades.

a) (K,4) é um grupo abeliano;
b) (K\ {0},-) é um grupo abeliano;

c¢) Distributividade: (a + 8)y = ay + (v para todos «, 3,7 € K.

Definigao 3. (E,+,-,K) é um espago vetorial sobre o corpo K se, e somente se,
para todos «, 8 € K, v, w € E valem as seguintes propriedades.

a) (EF,+) é um grupo abeliano;

(o + B)v = aw + P

alv+w) = av + aw;

b) Distributividade: {

(aB)v = a(Bv);

1lv = 0.

¢) Compatibilidade: {



Exercicios.

a) Seja (F,+,-,K) um espago vetorial sobre um corpo K. Sabemos da primeira
aula que para todos u,v,w € E temos que w +u = w +v = v = v. Mostre
que para todos a € K que

i) aw =0 <= a=0ouw= 0, onde O denota o vetor nulo do espago
vetorial.

i) (—a)w = —(aw).

b) Sejan € NeZ, :={0,1,...,n— 1} tal que para todos a,b € Z, temos

a+p,b:=a+b (modn) a5, b:=ab (mod n),

onde para todo | € Z: [(mod n) := r se, e somente se, | = kn + r com
0<r<nekelXZ.

Fato. (Z,,+n, ) é um corpo <= n é um nimero primo.

Seja n = 6:

i) Calcule a tabela da adigao e da multiplicagdo no caso Zs.

ii) Identifique os elementos neutros da adi¢do e multiplicacdo em Zg. Eles
sempre existem?

iii) Para todo a € Zg identifique o elemento inverso aditivo.

iv) Para todo a € Zg \ {0} identifique o elemento inverso multiplicativo, se
existir.

v) Mostre que Zg nao é um corpo.

c) Quais dos seguintes subconjuntos X; sao subespagos de R"? Em cada caso
faga um desenho e explique porque é subespaco ou nao.

i) X;:={(a,a) | a € R} CR?%

i) Xo :={(a+1,a) | a € R} CR%
iii) X3 := {(, 8) | @, B reais nao-negativos} C R

d) Quais dos seguintes subconjuntos X; de R? sdo ou nao sao conjuntos linear-
mente independentes (LI)? Explique porque é ou nao é.

i) Xy = {(17 )7(_17_1)}

1
i) Xp = {(2, %)7 (%7 2)}
iii) X3 :={u,v,(1,1)} C R? onde u,v € R? sdo quaisquer vetores fixos.



