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Definicao 1. Duas matrizes quadradas a e b sao semelhantes se, e somente se,
existe uma matriz invertivel p tal que b = p~lap

Exercicios.

a) Mostre que se a e a = p~lap sdo matrizes n x n semelhantes, entao existe
A € L(R™) tal que a e a sdo matrizes de A relativamente a duas bases de R™.

b) Qual é a matriz, na base canonica, do operador A : R? — R? determinado por

)6 e ()

c) O produto vetorial de dois vetores v = (z,y,2),w = (Z,7,2) € R é definido

por
Yz —zy

vXw:= |28 —x3| € R>.
Ty — YT

Dado u = (a,b, c¢) € R?, determine a matriz a (relativamente & base canonica
&) do operador
A:R® = R3, VU X U

Descreva geometricamente o ntcleo desse operador e obtenha a equagao da
sua imagem.

d) Dados vy,...,v, € R", mostre que se
ej:aljvl—i—agjvg—l—-n—i—amvn, jzl,...,n,
entdo a = (a;;) é a matriz inversa da matriz que tem vy, ..., v, como vetores-

coluna.



e) Considere as transformagoes lineares

%)

a
AR — PL(R), ,1 = ag+ ax + -+ apa”,

On

B:PuR) = R™, p(z) o p(l?

Determina a matriz de BA : R"™! — R"! (na base canonica &) e prove que
¢ uma matriz invertivel.

f) Sejam E um espago vetorial sobre R e n := dimE < oo. Suponha que
A € L(F) nao seja um multiplo do operador identidade, i.e., A # al, para
todo o € R.

i) Mostre que existem bases de E do tipoUd = {u, Au,...} eV = {v,2Av,...}
tais que as matrizes ay e ay de A relativamente U e V sao diferentes:

ay # ay.
ii) Conclua que as homotetias (operadores da forma «l) sdo os tnicos cuja
matriz nao depende da base escolhida.

iii) Conclua que as matrizes do tipo all, s@o os tnicos que comutam com
todas matrizes invertiveis n X n.

lad i): Conclua n > 2. Mostre que existe conjunto L.I. da forma X = {v, Av}.
Depois estenda X para receber uma base {&; = v,& = Av, ..., &, } de E]

Definicao 2. O trago de a € M (nxn) é asoma dos elementos da sua diagonal:
tra:=ay + -+ apn € K.

Lema 1. Dadas matrizes a,b € M(n x n), temos que tr (ab) = tr (ba).

g) Seja c € M(n x n) uma matriz de posto 1.

i) Prove que: ¢® = (trc)c. (%)
ii) Dado n > 2, generalize: ¢ = (trc)" 'c.
lad 1): Observe que para provar (k) se pode mudar a base de K™ e provar (x)
para a nova matriz €. Lembre-se: posto(c) = 1. Escolha base apropriada de
K™



h) Sejam U,V e W bases finitas do espago vetorial E. Sejam

P: a matriz de passagem de U para V),

q: a matriz de passagem de V para W.

Prove que

Pq ¢ a matriz de passagem de U para W,

p ! é a matriz de passagem de V para U.

i) Sejam A: E — F e B: F — G transformagoes lineares entre espagos vetoriais
de dimensao finita.

i) Prove que: B injetiva = posto(BA) = posto(A).
ii) Que condigao sobre A assegura que posto(BA) = posto(B)?



